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РОЗДІЛ 1.      НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
1.1. Поняття первісної функції і невизначеного інтеграла 
Відомо, що однією з основних задач диференційного числення є задача 
знаходження похідної або диференціала даної функції. 
Основною ж задачею інтегрального числення є обернена задача: 
знаходження функції за похідною або диференціалом. Ця дія називається 
інтегруванням. 
Шукану функцію називають первісною  функцією ܨሺݔሻ, по відношенню 
до даної функції ݂ሺݔሻ. 
За означенням, первісною функцією для функції ݂ሺݔሻ, визначеної на 
проміжку ሺܽ; ܾሻ,  називають функцію ܨሺݔሻ, яка визначена на тому самому 
проміжку і задовольняє умові 
ܨԢሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ або ݀ܨሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ݀ݔ. 
Сукупність всіх первісних функції ݂ሺݔሻ, де ݔ߳ሺܽ; ܾሻ, називається 
невизначеним інтегралом від функції ݂ሺݔሻ на цьому проміжку.  
 Таким чином, якщо ܨԢሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ, то  
න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ܨሺݔሻ ൅ ܥ. 
З визначення прямує, що результат інтегрування можна перевірити 
диференціюванням. 
1.2. Властивості невизначеного інтеграла  
1. ሺ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔሻᇱ ൌ ݂ሺݔሻ, 
2. ݀ሺ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ݀ݔ, 
3. ׬ ݀ܨሺݔሻ ൌ ܨሺݔሻ ൅ ܥ, 
4. ׬ ܥ݂ሺݔሻ ൌ ܥ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ, де ܥ - ܿ݋݊ݏݐ ് 0, 
5. ׬ሺ ଵ݂ሺݔሻ േ ଶ݂ሺݔሻሻ݀ݔ ൌ ׬ ଵ݂ሺݔሻ݀ݔ േ ׬ ଶ݂ሺݔሻ݀ݔ, 
6. ׬ ݂ሺݑሻ݀ݑ ൌ ܨሺݑሻ ൅ ܥ, де ݑ ൌ ߮ሺݔሻ - диференційовна функція від 
незалежної змінної ݔ. 
7. ׬ ݂ሺܽݔ ൅ ܾሻ݀ݔ ൌ ଵ
௔
ܨሺܽݔ ൅ ܾሻ ൅ ܥ. 
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1.3   Таблиця основних невизначених інтегралів   
1.׬ ݀ݑ ൌ ݑ ൅ ܥ 
2.  ׬ ݑఈ݀ݑ ൌ ௨
ഀశభ
ఈାଵ
൅ ܥ, ሺߙ ് െ1, ߙܴ߳ሻ,   ׬ ௗ௨
√௨
ൌ 2√ݑ ൅ ܥ,  ׬
ௗ௨
௨మ
ൌ െ ଵ
௨
൅ ܥ, 
3.    ׬ ௗ௨
௨
ൌ ݈݊|ݑ| ൅ ܥ, 
4.    ׬ ܽ௨ ൌ ௔
ೠ
௟௡௔
൅ ܥ, ܽ ൐ 0, ܽ ് 1,        ׬ ݁௨݀ݑ ൌ ݁௨ ൅ ܥ, 
5.    ׬ ݏ݅݊ݑ ݀ݑ ൌ െܿ݋ݏݑ ൅ ܥ, 
6.    ׬ ܿ݋ݏݑ ݀ݑ ൌ ݏ݅݊ݑ ൅ ܥ, 
7.    ׬ ௗ௨
௖௢௦మ௨
ൌ ݐ݃ݑ ൅ ܥ, 
8.    ׬ ௗ௨
௦௜௡మ௨
ൌ െܿݐ݃ݑ ൅ ܥ, 
9.  ׬ ௗ௨
௨మା௔మ
ൌ ଵ
௔
ܽݎܿݐ݃ ௨
௔
൅ ܥ, ܴܽ߳, ܽ ് 0, 
10.    ׬ ௗ௨
௨మି௔మ
ൌ ଵ
ଶ௔
݈݊ ቚ௨ି௔
௨ା௔
ቚ ൅ ܥ, ܴܽ߳, ܽ ് 0, 
11. ׬ ௗ௨
√௔మି௨మ
ൌ ܽݎܿݏ݅݊ ௨
௔
൅ ܥ, |ܽ| ൐ |ݑ|, ܽ ് 0, 
12. ׬ ௗ௨
√௨మା஺
ൌ ݈݊หݑ ൅ √ݑଶ ൅ ܣห ൅ ܥ, 
Зауважимо, що тут ߙ, ܣ ݅ ܽ - сталі, ݑ - незалежна змінна або будь-яка 
диференційована функція від незалежної змінної.  
Є три основні методи інтегрування функцій: безпосерднє інтегрування, 
метод заміни змінної, метод інтегрування частинами. 
1.4. Безпосереднє інтегрування. 
Під безпосереднім інтегруванням мають на увазі пряме використання 
таблиці інтегралів. 
 Приклад 1. Знайти невизначений інтеграл ׬ሺ8ݔ଻ െ 3ݔଶ ൅ 3ݔ ൅ 10ሻ݀ݔ. 
Розв’язання. Скориставшись властивостями 4 і 5 невизначеного 
інтеграла, будемо мати: 
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නሺ8ݔ଻ െ 3ݔଶ ൅ 3ݔ ൅ 10ሻ݀ݔ ൌ න 8ݔ଻݀ݔ െ න 3ݔଶ݀ݔ ൅ න 3ݔ݀ݔ ൅ න 10݀ݔ ൌ 
ൌ 8 න ݔ଻݀ݔ െ 3 න ݔଶ݀ݔ ൅ 3 න ݔ݀ݔ ൅ 10 න ݀ݔ. 
Далі, застосувавши до одержаних інтегралів формулу (1) таблиці 
знаходимо: 
නሺ8ݔ଻ െ 3ݔଶ ൅ 3ݔ ൅ 10ሻ݀ݔ ൌ 8
ݔ଼
8
൅ 3
ݔଷ
3
൅ 3
ݔଶ
2
൅ 10ݔ ൅  ܥ ൌ 
ൌ ݔ଼ െ ݔଷ ൅
3ݔଶ
2
൅ 10ݔ ൅ ܥ. 
Приклад 2. Знайти невизначений інтеграл ׬൫1 െ √ݔ െ ݔ൯൫1 ൅ √ݔ൯݀ݔ. 
Розв’язання. Спростимо підінтегральний вираз: 
 ൫1 െ √ݔ െ ݔ൯൫1 ൅ √ݔ൯ ൌ 1 ൅ √ݔ െ √ݔ െ ݔ െ ݔ െ ݔ
య
మ ൌ 1 െ 2ݔ െ ݔ
య
మ, тоді 
න൫1 െ √ݔ െ ݔ൯൫1 ൅ √ݔ൯݀ݔ ൌ න ൬1 െ 2ݔ െ ݔ
ଷ
ଶ൰ ݀ݔ ൌ 
ൌ න ݀ݔ െ 2 න ݔ݀ݔ െ න ݔ
ଷ
ଶ݀ݔ ൌ ݔ െ 2
ݔଶ
2
െ
ݔ
ହ
ଶ
5
2
൅ ܥ ൌ ݔ െ ݔଶ െ
2
5
ඥݔହ ൅ ܥ. 
Приклад 3. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௗ௫
√ଶିହ௫ఱ
 . 
Розв’язання. Використовуючи властивість 7 та формулу 2  маємо, 
න
݀ݔ
√2 െ 5ݔఱ
ൌ න
݀ݔ
ሺ2 െ 5ݔሻ
ଵ
ହ
ൌ නሺ2 െ 5ݔሻି
ଵ
ହ ݀ݔ ൌ
ሺ2 െ 5ݔሻ
ସ
ହ
4
5 · ሺെ5ሻ
൅ ܥ ൌ 
ൌ െ
ඥሺ2 െ 5ݔሻସఱ
4
൅ ܥ. 
Приклад 4. Знайти невизначений інтеграл  ׬ ௗ௫
ଷ௫మାଵଶ
 . 
Розв’язання. За формулою 9 маємо, 
න
݀ݔ
3ݔଶ ൅ 12
ൌ
1
3
න
݀ݔ
ݔଶ ൅ 4
ൌ
1
3
·
1
2
ܽݎܿݐ݃
ݔ
2
൅ ܥ ൌ
1
6
ܽݎܿݐ݃
ݔ
2
൅ ܥ. 
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Приклад 5. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௗ௫
√ଵହିହ௫మ
݀ݔ. 
Розв’язання. За формулою 11 маємо, 
න
݀ݔ
√15 െ 5ݔଶ
ൌ න
݀ݔ
ඥ5ሺ3 െ ݔଶሻ
ൌ
1
√5
න
݀ݔ
√3 െ ݔଶ
ൌ
1
√5
· ܽݎܿݏ݅݊
ݔ
√3
൅ ܥ. 
 
1.5. Інтегрування методом заміни змінної (метод підстановки) 
Метод заміни змінної застосовують в тих випадках, коли безпосереднє 
інтегрування не можливо. В таких випадках спробуємо підібрати таку нову 
змінну, підстановка якої зводить інтеграл до табличного. 
Приклад 6. Знайти невизначений інтеграл   ׬ ௘
ೌೝ೎೟೒మೣ
ଵାସ௫మ
݀ݔ. 
Розв’язання. Заданий інтеграл можна подати у вигляді: 
න
݁௔௥௖௧௚ଶ௫
1 ൅ 4ݔଶ
݀ݔ ൌ
1
2
න ݁௔௥௖௧௚ଶ௫ ·
2
1 ൅ 4ݔଶ
݀ݔ ൌ ተ
ተ
ݑ ൌ ܽݎܿݐ݃2ݔ
݀ݑ ൌ
2
1 ൅ 4ݔଶ
݀ݔ
݀ݑ
2
ൌ
1
1 ൅ 4ݔଶ
݀ݔ
ተ
ተ ൌ 
ൌ
1
2 න ݁
ݑ · ݀ݑ ൌ
1
2 ݁
ܽݎܿݐ݃2ݔ ൅ ܥ. 
 Заміну змінної розміщуємо після інтеграла у вертикальних дужках. 
Приклад 7.  Знайти невизначений інтеграл  ׬ ௫
ఱௗ௫
√௫భమା଻
 . 
Розв’язання. Маємо,  
න
ݔହ݀ݔ
√ݔଵଶ ൅ 7
ൌ
1
6
න
6ݔହ݀ݔ  
ඥሺݔ଺ሻଶ ൅ 7
ൌ ቚ ݐ ൌ ݔ
଺
݀ݐ ൌ 6ݔହ݀ݔ
ቚ ൌ
1
6
න
݀ݐ
√ݐଶ ൅ 7
ൌ 
ൌ
1
6
݈݊ ቚݐ ൅ ඥݐଶ ൅ 7ቚ ൅ ܥ ൌ
1
6
݈݊ ቚݔ଺ ൅ ඥݔଵଶ ൅ 7ቚ ൅ ܥ. 
Приклад 8. Знайти невизначений інтеграл:  а) ׬ 7ݏ݅݊ଷݔܿ݋ݏݔ݀ݔ,   
 б) ׬ ܿݐ݃ݔ݀ݔ,  в)  ׬ ௗ௫
௦௜௡௫
. 
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Розв’язання. а) ׬ 4ݏ݅݊ଷݔܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ 4 ׬ሺݏ݅݊ݔሻଷܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ 
ൌ ቚ ݑ ൌ ݏ݅݊ݔ
݀ݑ ൌ ܿ݋ݏݔ݀ݔ
ቚ ൌ 4 න ݑଷ݀ݑ ൌ 4 ·
ݑସ
4
൅ ܥ ൌ ሺݏ݅݊ݔሻସ ൅ ܥ; 
бሻ න ܿݐ݃ݔ ݀ݔ ൌ න
ܿ݋ݏݔ ݀ݔ
ݏ݅݊ݔ
ൌ ቚ ݑ ൌ ݏ݅݊ݔ
݀ݑ ൌ ܿ݋ݏݔ݀ݔ
ቚ ൌ න
݀ݑ
ݑ
ൌ ݈݊|ݑ| ൅ ܥ ൌ ݈݊|ݏ݅݊ݔ| ൅ ܥ, 
вሻ න
݀ݔ
ݏ݅݊ݔ
ൌ න
ݏ݅݊ݔ ݀ݔ
ݏ݅݊ଶݔ
ൌ න
ݏ݅݊ݔ ݀ݔ
1 െ ܿ݋ݏଶݔ
ൌ ቚ
ݑ ൌ ܿ݋ݏݔ
െ݀ݑ ൌ ݏ݅݊ݔ݀ݔቚ ൌ න
െ݀ݑ
1 െ ݑଶ
ൌ 
ൌ
1
2
݈݊ ฬ
ݑ െ 1
ݑ ൅ 1
ฬ ൅ ܥ ൌ
1
2
݈݊ ฬ
ܿ݋ݏݔ െ 1
ܿ݋ݏݔ ൅ 1
ฬ ൅ ܥ. 
Приклад 9.  Знайти невизначений інтеграл  ׬ ௗ௫
ଵା√௫ାଵ
 .   
Розв’язання.  
න
݀ݔ
1 ൅ √ݔ ൅ 1
ൌ อ
ݔ ൅ 1 ൌ ݐଶ
ݔ ൌ ݐଶ െ 1
݀ݔ ൌ 2ݐ݀ݐ
อ ൌ න
2ݐ݀ݐ
1 ൅ ݐ
ൌ 2 න
ݐ
ݐ ൅ 1
݀ݐ ൌ 2 න
ݐ ൅ 1 െ 1
ݐ ൅ 1
݀ݐ ൌ 
ൌ 2 න ൬1 െ
1
ݐ ൅ 1
൰ ݀ݐ ൌ 2 න ݀ݐ െ 2 න
݀ݐ
ݐ ൅ 1
ൌ 2ݐ െ 2݈݊|ݐ ൅ 1| ൅ ܥ ൌ 
ൌ 2√ݔ ൅ 1 െ 2݈݊ห√ݔ ൅ 1 ൅ 1ห ൅ ܥ. 
Приклад 10.  Знайти невизначений інтеграл  ׬ ௗ௫
√௘ೣାଵ
 . 
Розв’язання.  
න
݀ݔ
√݁௫ ൅ 1
ൌ ተ
݁௫ ൅ 1 ൌ ݐଶ
݁௫݀ݔ ൌ 2ݐ݀ݐ
݀ݔ ൌ
2ݐ݀ݐ
݁௫
ൌ
2ݐ݀ݐ
ݐଶ െ 1
ተ ൌ න
2ݐ݀ݐ
ሺݐଶ െ 1ሻݐ
ൌ 2 න
݀ݐ
ݐଶ െ 1
ൌ 
ൌ 2 ·
1
2
݈݊ ฬ
ݐ െ 1
ݐ ൅ 1
ฬ ൅ ܥ ൌ ݈݊ ቤ
√݁௫ ൅ 1 െ 1
√݁௫ ൅ 1 ൅ 1
ቤ ൅ ܥ. 
 
1.6. Метод інтегрування частинами 
Як вже відзначалося раніше, цей метод, як і метод підстановки, який був 
щойно розібраний, належить до числа основних методів інтегрування. 
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Якщо ݑሺݔሻ і ݒሺݔሻ - диференційовні функції від ݔ, то має місце формула 
න ݑ · ݀ݒ ൌ ݑ · ݒ െ න ݒ · ݀ݑ, 
яка називається формулою інтегрування частинами, а метод інтегрування, що 
грунтується на застосуванні цієї формули, методом інтегрування частинами. 
 Вкажемо деякі види інтегралів, для знаходження яких застосовують 
метод інтегрування частинами. 
1. ׬ ܲሺݔሻ݁௔௫݀ݔ, де ܲሺݔሻ- многочлен,    ݑ ൌ ܲሺݔሻ,  ݀ݒ ൌ ݁௔௫݀ݔ.  
2. ׬ ܲሺݔሻܿ݋ݏܾݔ݀ݔ,   ݑ ൌ ܲሺݔሻ,  ݀ݒ ൌ ܿ݋ݏܾݔ݀ݔ. 
3. ׬ ܲሺݔሻݏܾ݅݊ݔ݀ݔ,   ݑ ൌ ܲሺݔሻ,  ݀ݒ ൌ ݏܾ݅݊ݔ݀ݔ. 
4. ׬ ܲሺݔሻ݈݊ݔ݀ݔ,    ݑ ൌ ݈݊ݔ,   ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
5. ׬ ܲሺݔሻ log௔ ݔ ݀ݔ,  ݑ ൌ log௔ ݔ,  ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
6. ׬ ܲሺݔሻܽݎܿݐ݃ݔ݀ݔ,  ݑ ൌ ܽݎܿݐ݃ݔ,  ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
7. ׬ ܲሺݔሻܽݎܿܿݐ݃ݔ݀ݔ,  ݑ ൌ ܽݎܿܿݐ݃ݔ,  ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
8. ׬ ܲሺݔሻܽݎܿݏ݅݊ݔ݀ݔ,  ݑ ൌ ܽݎܿݏ݅݊ݔ,  ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
9. ׬ ܲሺݔሻܽݎܿܿܿ݋ݏݔ݀ݔ,  ݑ ൌ ܽݎܿܿ݋ݏݔ,  ݀ݒ ൌ ܲሺݔሻ݀ݔ. 
10. ׬ ݁௔௫ܿ݋ݏܾݔ݀ݔ
       11. ׬ ݁௔௫ݏܾ݅݊ݔ݀ݔ       
ቋ  за ݑ вибирають або показникову функцію, або 
тригонометричну і двічі інтегрують частинами. Потім розв’язують лінійне 
рівняння відносно шуканого інтегралу.  
Визначемо також, що за допомогою методу інтегрування частинами можна 
отримати так звані рекурентні формули, які дають змогу повернутися до 
інтегралів того самого виду, але з іншими коефіцієнтами. 
Приклад 11.  Знайти невизначений інтеграл  ׬ሺݔ െ 3ሻ݁ଶ௫݀ݔ. 
Розв’язання.  
නሺݔ െ 3ሻ݁ଶ௫݀ݔ ൌ อ
ݑ ൌ ݔ െ 3,   ݀ݑ ൌ ݀ݔ
݀ݒ ൌ ݁ଶ௫݀ݔ,   ݒ ൌ
1
2
݁ଶ௫
อ ൌ ሺݔ െ 3ሻ
1
2
݁ଶ௫ െ
1
2
න ݁ଶ௫݀ݔ ൌ 
ൌ
ݔ െ 3
2
݁ଶ௫ െ
1
4
݁ଶ௫ ൅ ܥ. 
 Приклад 12.  Знайти невизначений інтеграл  ׬ ݔଶݏ݅݊3ݔ݀ݔ. 
Розв’язання.  
9 
 
׬ ݔଶݏ݅݊3ݔ݀ݔ ൌ ቤ
ݑ ൌ ݔଶ, ݀ݑ ൌ 2ݔ݀ݔ
݀ݒ ൌ ݏ݅݊3ݔ݀ݔ, ݒ ൌ ׬ ݏ݅݊3ݔ݀ݔ ൌ െ
ଵ
ଷ
ܿ݋ݏ3ݔ
ቤ= 
ൌ െ
1
3
ݔଶܿ݋ݏ3ݔ െ න ൬െ
1
3
ܿ݋ݏ3ݔ൰ 2ݔ݀ݔ ൌ െ
1
3
ݔଶܿ݋ݏ3ݔ ൅
2
3
න ݔܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ. 
До останнього інтеграла застосовуємо формулу інтегрування частинами:  
න ݔܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ ൌ อ
ݑ ൌ ݔ, ݀ݑ ൌ ݀ݔ
݀ݒ ൌ ܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ, ݒ ൌ න ܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ ൌ
1
3
ݏ݅݊3ݔ
อ ൌ 
ൌ
1
3
ݔݏ݅݊3ݔ െ
1
3
න ݏ݅݊3ݔ݀ݔ ൌ
1
3
ݔݏ݅݊3ݔ ൅
1
9
ܿ݋ݏ3ݔ. 
Таким чином, остаточно маємо 
න ݔଶݏ݅݊3ݔ݀ݔ ൌ െ
1
3
ݔଶܿ݋ݏ3ݔ ൅
2
3
൬
1
3
ݔݏ݅݊3ݔ ൅
1
9
ܿ݋ݏ3ݔ൰ ൅ ܥ ൌ 
ൌ െ
1
3
ݔଶܿ݋ݏ3ݔ ൅
2
9
ݔݏ݅݊3ݔ ൅
2
27
ܿ݋ݏ3ݔ ൅ ܥ. 
 Приклад 13.  Знайти невизначений інтеграл ׬ ݔଷ݈݊ݔ݀ݔ. 
Розв’язання.  
න ݔଷ݈݊ݔ݀ݔ ൌ ተተ
ݑ ൌ ݈݊ݔ,                    ݀ݑ ൌ
݀ݔ
ݔ
݀ݒ ൌ ݔଷ݀ݔ,   ݒ ൌ න ݔଷ݀ݔ ൌ
ݔସ
4
ተተ ൌ
ݔସ
4
݈݊ݔ െ න
ݔସ
4
·
݀ݔ
ݔ
ൌ 
ൌ
ݔସ
4
݈݊ݔ െ
1
4
න ݔଷ݀ݔ ൌ
ݔସ
4
݈݊ݔ െ
1
16
· ݔସ ൅ ܥ. 
 Приклад 14. Знайти невизначений інтеграл  ׬ ݔ · ܽݎܿݐ݃ݔ݀ݔ. 
Розв’язання.  
න ݔ · ܽݎܿݐ݃ݔ݀ݔ ൌ ተተ
ݑ ൌ ܽݎܿݐ݃ݔ,   ݀ݑ ൌ
݀ݔ
1 ൅ ݔଶ
݀ݒ ൌ ݔ݀ݔ,            ݒ ൌ
ݔଶ
2
ተተ ൌ
ݔଶ
2
· ܽܿݎݐ݃ݔ െ න
ݔଶ
2
·
݀ݔ
1 ൅ ݔଶ
ൌ 
ൌ
1
2
ቆݔଶ · ܽܿݎݐ݃ݔ െ න
ݔଶ
1 ൅ ݔଶ
݀ݔቇ ൌ 
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Отриманий інтеграл – це інтеграл від раціонального дробу, який має 
степінь чисельника яка дорівнює степені знаменника, тому необхідно виділити 
цілу частину. 
ൌ
1
2
ቆݔଶ · ܽܿݎݐ݃ݔ െ න
1 ൅ ݔଶ െ 1
1 ൅ ݔଶ
݀ݔቇ ൌ 
ൌ
1
2
ቆݔଶ · ܽܿݎݐ݃ݔ െ න
1 ൅ ݔଶ
1 ൅ ݔଶ
݀ݔ ൅ න
݀ݔ
1 ൅ ݔଶ
ቇ ൌ 
ൌ
1
2
൬ݔଶ · ܽܿݎݐ݃ݔ െ න ݀ݔ ൅ න
݀ݔ
1 ൅ ݔଶ
൰ ൌ
1
2
ሺݔଶ · ܽܿݎݐ݃ݔ െ ݔ ൅ ܽݎܿݐ݃ݔሻ ൅ ܥ. 
 
1.7. Інтегрування раціональних функцій 
Нагадаємо, що раціональною функцією називається функція виду  ௉೙ሺ௫ሻ
ொ೘ሺ௫ሻ
, 
де ௡ܲሺݔሻ і ܳ௠ሺݔሻ - алгербаїчні многочлени ступеня ݊ та ݉ з дійсними 
коефіцієнтами, які не мають спільних коренів, причому ܳ௠ሺݔሻ ് 0.  
 Раціональний дріб  ௉೙ሺ௫ሻ
ொ೘ሺ௫ሻ
  називається правильним, якщо степінь 
многочлена ௡ܲሺݔሻ менший, ніж степінь многочлена ܳ௠ሺݔሻ, тобто якщо ݊ ൏ ݉ і 
неправильним раціональним дробом в протилежному випадку, тобто якщо 
݊ ൒ ݉. 
Неправильний раціональний дріб ௉೙ሺ௫ሻ
ொ೘ሺ௫ሻ
 (݊ ൒ ݉ሻ можна завжди подати у 
вигляді 
௡ܲሺݔሻ
ܳ௠ሺݔሻ
ൌ ܶሺݔሻ ൅
ܴ௞ሺݔሻ
ܳ௠ሺݔሻ
, 
де ܶሺݔሻ - ціла раціональна функція (многочлен) і ோೖሺ௫ሻ
ொ೘ሺ௫ሻ
 (݇ ൏ ݉ሻ - правильний 
раціональний дріб. 
Як інтегрується ціла раціональна функція відомо. Тепер розглянемо 
інтегрування правильного раціонального дробу ௉೙ሺ௫ሻ
ொ೘ሺ௫ሻ
 (݊ ൏ ݉ሻ.  
Правила інтегрування раціонального дробу 
Покажемо, як інтегруються елементарні раціональні дроби (їх називають 
найпростішими) наступних трьох типів: 
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перший:        ஺
௫ି௔
 ; 
другий:      ஺
ሺ௫ି௔ሻೖ
 ,  де ݇ – ціле число, ݇ ൐ 1; 
третій:    ஺௫ା஻
௔௫మା௕௫ା௖
 , де ܾଶ െ 4ܽܿ ൏ 0 , тобто квадратний тричлен не має 
дійсних коренів. 
У всіх трьох випадках вважаємо, що A, B, a, b, c – дійсні числа. 
Інтеграли від перших двох найпростіших дробів обчислюємо 
безпосередньо: 
  ׬ ஺
௫ି௔
 ݀ݔ ൌ ܣ݈݊|ݔ െ ܽ| ൅ ܥ. 
 ׬ ஺ሺ௫ି௔ሻೖ  ݀ݔ= ܣ 
ሺ௫ି௔ሻభషೖ
ଵି௞
൅ ܥ, де ݇ ് 1. 
Інтеграл від елементарного дробу третього типу ׬ ஺௫ା஻
௔௫మା௕௫ା௖
 ݀ݔ  
розглянемо далі на прикладах. 
Приклад 15. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௗ௫
ସ௫మାସ௫ାଵ଴
 . 
Розв’язання. Маємо інтеграл від елементарного дробу III типу, де ܣ ൌ 0, 
ܤ ൌ 1, ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ െ146 ൏ 0. Виділивши повний квадрат (ܽଶ േ 2ܾܽ ൅ ܾଶ ൌ
ሺܽ േ ܾሻଶ) із квадратного тричлена 4ݔଶ ൅ 4ݔ ൅ 10 ൌ 
ൌ อ
ܽଶ ൌ 4ݔଶ, ܽ ൌ 2ݔ
2ܾܽ ൌ 4ݔ,   ܾ ൌ
4ݔ
2ܽ
ൌ
4ݔ
4ݔ
ൌ 1
อ ൌ 
ൌ 4ݔଶ ൅ 4ݔ ൅ 1 െ 1 ൅ 10 ൌ ሺ2ݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 9, одержимо табличний інтеграл (9).  
න
݀ݔ
4ݔଶ ൅ 4ݔ ൅ 10
ൌ න
݀ݔ
ሺ2ݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 9
ൌ 
1
2
·
1
3
ܽݎܿݐ݃
2ݔ ൅ 1
3
൅ ܥ ൌ
1
6
ܽݎܿݐ݃
2ݔ ൅ 1
3
൅ ܥ. 
Приклад 16. Знайти невизначений інтеграл ׬ ଷ௫ିସ
ସ௫మିଷ௫ାଵ
݀ݔ. 
Розв’язання. Як і в попередньому прикладі, маємо також інтеграл від 
елементарного дробу третього типу, де ܣ ൌ 3, ܤ ൌ െ4, ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ െ7 ൏ 0. 
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Спочатку виділимо 8ݔ െ 3, похідну знаменника, у чисельнику дробу. Для цього 
чисельник  3ݔ െ 4 подамо у вигляді 
3ݔ െ 4 ൌ
3
8
൬8ݔ െ 3 ൅ 3 െ
32
3
൰ ൌ
3
8
ሺ8ݔ െ 3ሻ െ
23
24
, тоді 
න
3ݔ െ 4
4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1
݀ݔ ൌ න
3
8 ሺ8ݔ െ 3ሻ െ
23
24
4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1
݀ݔ ൌ
3
8
න
8ݔ െ 3
4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1
݀ݔ െ 
െ
23
24
න
݀ݔ
4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1
ൌ
3
8
݈݊|4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1| െ
23
96
න
݀ݔ
ݔଶ െ 34 ݔ ൅
1
4
ൌ 
ൌ
3
8
݈݊|4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1| െ
23
96
න
݀ݔ
ቀݔ െ 38ቁ
ଶ
൅ 14 െ
9
64
ൌ
3
8
݈݊|4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1| െ 
െ
23
96
න
݀ݔ
ቀݔ െ 38ቁ
ଶ
െ 764
ൌ
3
8
݈݊|4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1| െ
23
96
·
1
2 √78
݈݊ ተ
ݔ െ 38 െ
√7
8
ݔ െ 38 ൅
√7
8
ተ ൅ ܥ ൌ 
ൌ
3
8
݈݊|4ݔଶ െ 3ݔ ൅ 1| െ
23
24√7
݈݊ ቤ
8ݔ െ 3 െ √7
8ݔ െ 3 ൅ √7
ቤ ൅ ܥ. 
Приклад 17. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௫ିଵ
௫మା௫ି଺
݀ݔ. 
Розв’язання.  За схемою, розглянутою у попередньому прикладі маємо, 
න
ݔ െ 1
ݔଶ ൅ ݔ െ 6
݀ݔ ൌ න
1
2 ሺ2ݔ ൅ 1ሻ െ
3
2
ݔଶ ൅ ݔ െ 6
݀ݔ ൌ
1
2
න
2ݔ ൅ 1
ݔଶ ൅ ݔ െ 6
݀ݔ െ
3
2
න
݀ݔ
ቀݔ ൅ 12ቁ
ଶ
െ 254
 
ൌ
1
2
݈݊|ݔଶ ൅ ݔ െ 6| െ
3
2
·
1
2 · 52
݈݊ ቮ
ݔ ൅ 12 െ
5
2
ݔ ൅ 12 ൅
5
2
ቮ ൅ ܥ ൌ
1
2
݈݊|ݔଶ ൅ ݔ െ 6| െ 
െ
3
10
݈݊ ฬ
2ݔ ൅ 1 െ 5
2ݔ ൅ 1 ൅ 5
ฬ ൌ
1
2
݈݊|ݔଶ ൅ ݔ െ 6| െ
3
10
݈݊ ฬ
2ݔ െ 4
2ݔ ൅ 6
ฬ ൅ ܥ ൌ 
ൌ
1
2
݈݊|ݔଶ ൅ ݔ െ 6| െ
3
10
݈݊ ฬ
ݔ െ 2
ݔ ൅ 3
ฬ ൅ ܥ ൌ
1
2
݈݊|ሺݔ െ 2ሻሺݔ ൅ 3ሻ| െ 
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െ
3
10
݈݊ ฬ
ݔ െ 2
ݔ ൅ 3
ฬ ൅ ܥ ൌ
1
2
݈݊|ݔ െ 2| ൅
1
2
݈݊|ݔ ൅ 3| െ
3
10
݈݊|ݔ െ 2| ൅
3
10
݈݊|ݔ ൅ 3| ൅ ܥ 
ൌ ݈݊|ݔ െ 2| · ൬
1
2
െ
3
10
൰ ൅ ݈݊|ݔ ൅ 3| · ൬
1
2
൅
3
10
൰ ൅ ܥ ൌ
ൌ
1
5
݈݊|ݔ െ 2| ൅
4
5
݈݊|ݔ ൅ 3| ൅ ܥ. 
Тепер розглянемо метод інтегрування інших типів раціональних дробів, а 
саме метод невідомих коефіцієнтів. За допомогою цього метода навчимося 
інтегрувати раціональні дроби трьох типів (класифікація проводиться за 
коренями знаменника): 
I тип. Корені знаменника дійсні і різні. 
Приклад 18. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௫
ఱା௫రି଼
௫యିସ௫
݀ݔ. 
Розв’язання. Підінтегральний дріб неправильний, бо степінь многочлена 
чисельника більший, ніж степінь знаменника. Тому виділимо спочатку цілу 
частину, поділивши многочлен чисельника на многочлен знаменника 
                                         െݔ
ହ ൅ ݔସ െ 8
ݔହ െ 4ݔଷ                    ฬ
ݔଷ െ 4ݔ
ݔଶ ൅ ݔ ൅ 4 
 ሺціла частинаሻ 
െ
ݔସ ൅ 4ݔଷ െ 8
4ݔଷ െ 16ݔ         
                   െ 4ݔ
ଷ െ 4ݔଶ െ 8
4ݔଷ െ 16ݔ          
                                                                                   4ݔଶ ൅ 16ݔ െ 8   (залишок). 
 Далі подамо підінтегральний дріб у вигляді суми цілої частини і 
правильного дробу, тобто 
ݔହ ൅ ݔସ െ 8
ݔଷ െ 4ݔ
ൌ ݔଶ ൅ ݔ ൅ 4 ൅
4ݔଶ ൅ 16ݔ െ 8
ݔଷ െ 4ݔ
, тоді 
න
ݔହ ൅ ݔସ െ 8
ݔଷ െ 4ݔ
݀ݔ ൌ න ቆݔଶ ൅ ݔ ൅ 4 ൅
4ݔଶ ൅ 16ݔ െ 8
ݔଷ െ 4ݔ
ቇ ݀ݔ ൌ 
ൌ
ݔଷ
3
൅
ݔଶ
2
൅ 4ݔ ൅ 4 න
ݔଶ ൅ 4ݔ െ 2
ݔଷ െ 4ݔ
݀ݔ. 
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В інтегралі, який залишився, підінтегральний дріб (правильний і 
нескоротний) розкладемо на елементарні дроби. Оскільки знаменник дробу 
ݔଷ െ 4ݔ ൌ ݔሺݔଶ െ 4ሻ ൌ ݔሺݔ െ 2ሻሺݔ ൅ 2ሻ  має три прості корені: ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 2 і 
ݔ ൌ െ2, то його можна подати у вигляді суми трьох дробів першого типу, тобто 
ݔଶ ൅ 4ݔ െ 2
ݔଷ െ 4ݔ
ൌ
ܣ
ݔ
൅
ܤ
ݔ െ 2
൅
ܥ
ݔ ൅ 2
. 
Приведемо дроби до спільного знаменника, прирівнюємо чисельники: 
ݔଶ ൅ 4ݔ െ 2 ൌ ܣሺݔ െ 2ሻሺݔ ൅ 2ሻ ൅ ܤݔሺݔ ൅ 2ሻ ൅ ܥݔሺݔ െ 2ሻ. 
Коефіцієнти ܣ, ܤ і ܥ знайдемо способом підстановки в тотожність 
частинних значень ݔ, в якості яких доцільно взяти корені знаменника, тобто 
ݔ ൌ 0
ݔ ൌ 2
ݔ ൌ െ2
อ
െ2 ൌ െ4ܣ,
10 ൌ 8ܤ,
െ6 ൌ 8ܥ,
 
Звідки   ܣ ൌ ଵ
ଶ
,   ܤ ൌ ହ
ସ
,   ܥ ൌ െ ଷ
ସ
. Таким чином, 
ݔଶ ൅ 4ݔ െ 2
ݔଷ െ 4ݔ
ൌ
1
2
·
1
ݔ
൅
5
4
·
1
ݔ െ 2
െ
3
4
·
1
ݔ ൅ 2
 , а шуканий інтеграл 
න
ݔହ ൅ ݔସ െ 8
ݔଷ െ 4ݔ
݀ݔ ൌ
ݔଷ
3
൅
ݔଶ
2
൅ 4ݔ ൅ 4 න ൬
1
2
·
1
ݔ
൅
5
4
·
1
ݔ െ 2
െ
3
4
·
1
ݔ ൅ 2
൰ ݀ݔ ൌ 
ൌ
ݔଷ
3
൅
ݔଶ
2
൅ 4ݔ ൅ 2 න
݀ݔ
ݔ
൅ 5 න
݀ݔ
ݔ െ 2
െ 3 න
݀ݔ
ݔ ൅ 2
ൌ 
ൌ
ݔଷ
3
൅
ݔଶ
2
൅ 4ݔ ൅ 2݈݊|ݔ| ൅ 5݈݊|ݔ െ 2| െ 3݈݊|ݔ ൅ 2| ൅ ܥ. 
II тип. Корені знаменника дійсні, але серед них є кратні. 
Приклад 19. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௫
మିଶ௫ାଷ
ሺ௫ିଵሻሺ௫యିସ௫మାଷ௫ሻ
݀ݔ. 
Розв’язання. Переконаємося, що підінтегральний дріб є правильним і 
нескоротним. Враховуючи, що многочлен 
ሺݔ െ 1ሻሺݔଷ െ 4ݔଶ ൅ 3ݔሻ ൌ ݔሺݔ െ 1ሻሺݔଶ െ 4ݔ ൅ 3ሻ ൌ ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 3ሻ ൌ 
ൌ ݔሺݔ െ 1ሻଶሺݔ െ 3ሻ 
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має чотири корені, з яких два ݔ ൌ 0 і ݔ ൌ 3 є простими, а ݔ ൌ 1 െ двократний, 
подамо дріб у вигляді суми чотирьох елементарних дробів: 
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 3
ݔሺݔ െ 1ሻଶሺݔ െ 3ሻ
ൌ
ܣ
ݔ
൅
ܤ
ݔ െ 3
൅
ܥ
ሺݔ െ 1ሻଶ
൅
ܦ
ݔ െ 1
. 
Звільняючись від дробових членів, одержимо тотожність для 
знаходження коефіцієнтів ܣ, ܤ, ܥ, ܦ: 
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 3 ൌ ܣሺݔ െ 3ሻሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ܤݔሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ܥݔሺݔ െ 3ሻ ൅ ܦݔሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 3ሻ. 
Коефіцієнти знаходимо комбінованим способом (підстановкою коренів 
знаменника в отриману тотожність та порівняння коефіцієнтів, які знаходяться 
біля однакового степеню змінної) 
ݔ ൌ 0
ݔ ൌ 3
ݔ ൌ 1
ݔଷ
ተ
3 ൌ െ3ܣ,
6 ൌ 12ܤ,
2 ൌ െ2ܥ,
0 ൌ ܣ ൅ ܤ ൅ ܦ.
 
Звідси: ܣ ൌ െ1, ܤ ൌ ଵ
ଶ
, ܥ ൌ െ1, ܦ ൌ ଵ
ଶ
,  отже,  
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 3
ݔሺݔ െ 1ሻଶሺݔ െ 3ሻ
ൌ
1
ݔ
൅
1
2
·
1
ݔ െ 3
െ
1
ሺݔ െ 1ሻଶ
൅
1
2
·
1
ݔ െ 1
, 
න
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 3
ሺݔ െ 1ሻሺݔଷ െ 4ݔଶ ൅ 3ݔሻ
݀ݔ ൌ න ൬
1
ݔ
൅
1
2
·
1
ݔ െ 3
െ
1
ሺݔ െ 1ሻଶ
൅
1
2
·
1
ݔ െ 1
൰ ݀ݔ ൌ 
ൌ ݈݊|ݔ| ൅
1
2
݈݊|ݔ െ 3| ൅
1
ݔ െ 1
൅
1
2
݈݊|ݔ െ 1| ൅ ܥ . 
Ш тип. Серед коренів знаменника є комплексні. 
Приклад 20. Знайти невизначений інтеграл ׬ ସ௫ିଵ଴ሺ௫ାଶሻሺ௫మିଶ௫ାଵ଴ሻ ݀ݔ. 
Розв’язання. Переконуємося, що підінтегральний дріб є правильним і 
нескоротним. Враховуючи, що ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10 ൌ 0, ܦ ൌ 4 െ 40 ൌ െ36 ൏ 0, 
маємо 
4ݔ െ 10
ሺݔ ൅ 2ሻሺݔଶ െ 2ݔ ൅ 10ሻ
ൌ
ܣ
ݔ ൅ 2
൅
ܤݔ ൅ ܥ
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
. 
Звільняючись від дробових членів, одержимо тотожність для 
знаходження коефіцієнтів ܣ, ܤ, ܥ: 
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4ݔ െ 10 ൌ ܣሺݔଶ െ 2ݔ ൅ 10ሻ ൅ ሺܤݔ ൅ ܥሻሺݔ ൅ 2ሻ. 
Коефіцієнти знаходимо комбінованим способом 
ݔ ൌ െ2
ݔଶ
ݔ଴
อ
െ18 ൌ 18ܣ,
0 ൌ ܣ ൅ ܤ,
െ10 ൌ 10ܣ ൅ 2ܥ,
 
звідки: ܣ ൌ െ1, ܤ ൌ 1, ܥ ൌ 0,  отже, 
4ݔ െ 10
ሺݔ ൅ 2ሻሺݔଶ െ 2ݔ ൅ 10ሻ
ൌ െ
1
ݔ ൅ 2
൅
ݔ
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
 . 
Маємо, 
න
4ݔ െ 10
ሺݔ ൅ 2ሻሺݔଶ െ 2ݔ ൅ 10ሻ
݀ݔ ൌ න ൬െ
1
ݔ ൅ 2
൅
ݔ
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
൰ ݀ݔ ൌ 
ൌ െ න
݀ݔ
ݔ
൅
1
2
න
2ݔ
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
݀ݔ ൌ െ݈݊|ݔ| ൅
1
2
න
2ݔ െ 2 ൅ 2
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
݀ݔ ൌ 
ൌ െ݈݊|ݔ| ൅
1
2
න
2ݔ െ 2
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
݀ݔ ൅ න
݀ݔ
ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10
ൌ 
ൌ െ݈݊|ݔ| ൅
1
2
݈݊|ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10| ൅ න
݀ݔ
ሺݔ െ 1ሻଶ ൅ 9
ൌ 
ൌ െ݈݊|ݔ| ൅
1
2
݈݊|ݔଶ െ 2ݔ ൅ 10| ൅
1
3
ܽݎܿݐ݃
ݔ െ 1
3
൅ ܥ. 
 
1.8. Інтегрування ірраціональних функцій 
1. Інтеграли виду ׬ ܴ ቆݔ, ݔ
೘భ
೙భ , ݔ
೘మ
೙మ , … , ݔ
೘೛
೙೛ ቇ ݀ݔ, де ܴ െ раціональна 
функція, ݉௜ і ݊௜ െ натуральні числа ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݌ሻ. Даний інтеграл 
раціоналізується за допомогою підстановки ݔ ൌ ݐ௞, де ݇ െ найменше спільне 
кратне знаменників дробів ௠೔
௡೔
 ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݌ሻ ; 
2. Інтеграли виду ׬ ܴ ቈݔ, ቀ௔௫ା௕
௖௫ାௗ
ቁ
೘భ
೙భ , … , ቀ௔௫ା௕
௖௫ାௗ
ቁ
೘೛
೙೛ ቉ ݀ݔ, де ܴ െ раціональна 
функція, ݉௜ і ݊௜ െ натуральні числа ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݌ሻ і визначник ቚ
ܽ ܾ
ܿ ݀
ቚ ് 0 
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ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ െ сталі дійсні числа). Цей інтеграл раціоналізується за допомогою 
підстановки 
ܽݔ ൅ ܾ
ܿݔ ൅ ݀
ൌ ݐ௞, 
де ݇ െ найменший спільний знаменник дробів ௠೔
௡೔
 ሺ݅ ൌ 1, 2, … , ݌ሻ . 
 Приклад 21. Знайти невизначений інтеграл ׬ √௫ௗ௫
√௫మయ ି √௫ర
 . 
Розв’язання. Підінтегральна функція є раціональною функцією від 
дробових степенів ݔ. Отже, маємо інтеграл першого виду від ірраціональної 
функції. Тут ݊ଵ ൌ 2, ݊ଶ ൌ 3, ݊ଷ ൌ 4, тому ݇ ൌ 12 ( найменше спільне кратне 
чисел 2, 3 і 4). Тобто 
න
√ݔ݀ݔ
√ݔଶయ െ √ݔర
ൌ อ
ݔ ൌ ݐଵଶ
݀ݔ ൌ 12 · ݐଵଵ݀ݐ
ݐ ൌ √ݔభమ
อ ൌ න
ݐ଺
ݐ଼ െ ݐଷ
12 · ݐଵଵ݀ݐ ൌ 12 න
ݐଵ଻
ݐଷሺݐହ െ 1ሻ
݀ݐ ൌ 
12 න
ݐଵସ݀ݐ
ݐହ െ 1
ൌ ܫ 
Отримали інтеграл від неправильного раціонального дробу. Вилучаємо 
цілу частину і остачу діленням многочленів за допомогою кута: 
                                                 െ  ݐ
ଵସ                 
 ݐଵସ െ ݐଽ          ฬ
ݐହ െ 1
ݐଽ ൅ ݐସ 
  
െ
ݐଽ                 
ݐଽ െ  ݐସ        
                   ݐସ              
Отже, ܫ ൌ 12 න ቆݐଽ ൅ ݐସ ൅
ݐସ 
ݐହ െ 1
ቇ ݀ݐ ൌ 12 ቆ
ݐଵ଴
10
൅
ݐହ
5
൅
1
5
න
5ݐସ݀ݐ
ݐହ െ 1
ቇ ൌ 
ൌ
6
5
൬ݐଵ଴ ൅ 2ݐହ ൅
2
5
݈݊|ݐହ െ 1|൰ ൅ ܥ. 
Повертаючись до змінної ݔ, остаточно будемо мати: 
න
√ݔ݀ݔ
√ݔଶయ െ √ݔర
ൌ
6
5
൬ඥݔହ
ల
൅ 2 ඥݔହ
భమ
൅
2
5
݈݊ ቚ ඥݔହ
భమ
െ 1ቚ൰ ൅ ܥ. 
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Приклад 22. Знайти невизначений інтеграл  ׬ ௗ௫
ඥሺହ௫ାଵሻమయ ି√ହ௫ାଵ
. 
Розв’язання. Маємо інтеграл другого виду від ірраціональної функції. 
Тут: ݊ଵ ൌ 3, ݊ଶ ൌ 2, тому ݇ ൌ 6. Зробимо підстановку: 
න
݀ݔ
ඥሺ5ݔ ൅ 1ሻଶయ െ √5ݔ ൅ 1
ൌ ተ
ተ
5ݔ ൅ 1 ൌ ݐ଺
ݔ ൌ
1
5
ሺݐ଺ െ 1ሻ
݀ݔ ൌ
6
5
ݐହ݀ݐ
ተ
ተ ൌ න
6
5 ݐ
ହ݀ݐ
ݐସ െ ݐଷ
ൌ
6
5
න
ݐହ݀ݐ
ݐଷሺݐ െ 1ሻ
ൌ ܫ 
Скоротивши дріб і поділивши чисельник на знаменник, отримаємо 
ܫ ൌ
6
5
න
ݐଶ݀ݐ
ݐ െ 1
ൌ
6
5
න ൬ݐ ൅ 1 ൅
1
ݐ െ 1
൰ ݀ݐ ൌ
6
5
ቆ
ݐଶ
2
൅ ݐ ൅ ݈݊|ݐ െ 1|ቇ ൅ ܥ. 
Оскільки ݐ ൌ √5ݔ ൅ 1ల , то повертаючись до змінної ݔ, будемо мати 
න
݀ݔ
ඥሺ5ݔ ൅ 1ሻଶయ െ √5ݔ ൅ 1
ൌ
6
5
ቆ
√5ݔ ൅ 1య
2
൅ √5ݔ ൅ 1ల ൅ ݈݊ห√5ݔ ൅ 1ల െ 1หቇ ൅ ܥ. 
 
1.9. Тригонометричні підстановки 
Інтеграли виду   
׬ ܴ൫ݔ, √ܽଶ െ ݔଶ൯݀ݔ, ׬ ܴ൫ݔ, √ܽଶ ൅ ݔଶ൯݀ݔ,  ׬ ܴ൫ݔ, √ݔଶ െ ܽଶ൯݀ݔ 
зводяться до інтегралів від раціональної відносно ݏ݅݊ݔ і ܿ݋ݏݔ функції за 
допомогою відповідної тригонометричної підстановки. 
1. Для знаходження інтеграла виду ׬ ܴ൫ݔ, √ܽଶ െ ݔଶ൯݀ݔ, застосовують 
підстановку ݔ ൌ ܽ · ݏ݅݊ݐ (або ݔ ൌ ܽ · ܿ݋ݏݐ). 
2.   Для знаходження інтеграла виду ׬ ܴ൫ݔ, √ܽଶ ൅ ݔଶ൯݀ݔ, застосовують 
підстановку ݔ ൌ ܽ · ݐ݃ݐ ሺабо ݔ ൌ ܽ · ܿݐ݃ݐሻ. 
3.  Для знаходження інтеграла виду ׬ ܴ൫ݔ, √ݔଶ െ ܽଶ൯݀ݔ , застосовують 
підстановку ݔ ൌ ௔
௖௢௦௧ 
 ቀабо ݔ ൌ ௔
௦௜௡௧ 
ቁ. 
Приклад 23. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௫
మௗ௫
√ଵ଺ି௫మ 
 . 
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Розв’язання. Маємо інтеграл першого типу, тому: 
න
ݔଶ݀ݔ
√16 െ ݔଶ
ൌ ቮ
ݔ ൌ 4ݏ݅݊ݐ
݀ݔ ൌ 4ܿ݋ݏݐ݀ݐ
ݐ ൌ ܽܿݎݏ݅݊
ݔ
4
ቮ ൌ න
16ݏ݅݊ଶݐ · 4ܿ݋ݏݐ݀ݐ
√16 െ 16ݏ݅݊ଶݐ
ൌ න
64ݏ݅݊ଶݐܿ݋ݏݐ݀ݐ
4√1 െ ݏ݅݊ଶݐ
ൌ 
ൌ 16 න
ݏ݅݊ଶݐܿ݋ݏݐ݀ݐ
√ܿ݋ݏଶݔ
ൌ 16 න
ݏ݅݊ଶݐܿ݋ݏݐ݀ݐ
ܿ݋ݏݐ
ൌ 16 න ݏ݅݊ଶݐ݀ݐ ൌ 8 නሺ1 െ ܿ݋ݏ2ݐሻ݀ݐ ൌ 
ൌ 8ݐ െ 4ݏ݅݊2ݐ ൅ ܥ. 
     Враховуючи, що 
 ݏ݅݊2ݐ ൌ 2ݏ݅݊ݐ · ܿ݋ݏݐ ൌ 2ݏ݅݊ݐ · √1 െ ݏ݅݊ଶݐ ൌ 2 · ௫
ସ
· ට1 െ ௫
మ
ଵ଺
ൌ ௫
଼
√16 െ ݔଶ , 
остаточно будемо мати 
න
ݔଶ݀ݔ
√16 െ ݔଶ
ൌ 8ܽܿݎݏ݅݊
ݔ
4
െ
ݔ
2
ඥ16 െ ݔଶ ൅ ܥ. 
Приклад 24. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௗ௫
ඥሺଽା௫మሻయ
 . 
Розв’язання. Даний інтеграл другого типу, тому: 
න
݀ݔ
ඥሺ9 ൅ ݔଶሻଷ
ൌ อ
ݔ ൌ 3ݐ݃ݐ
݀ݔ ൌ
3݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
อ ൌ න
3݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
ඥሺ9 ൅ 9ݐ݃ଶݐሻଷ
ൌ න
݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
ඨ൬1 ൅ ݏ݅݊
ଶݐ
ܿ݋ݏଶݐ൰
ଷ
ൌ 
ൌ න
݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐඨ൬ܿ݋ݏ
ଶݐ ൅ ݏ݅݊ଶݐ
ܿ݋ݏଶݐ ൰
ଷ
ൌ න
ܿ݋ݏଷݐ݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
ൌ න ܿ݋ݏݐ݀ݐ ൌ ݏ݅݊ݐ ൅ ܥ. 
Оскільки  ݏ݅݊ݐ ൌ ݐ݃ݐ · ܿ݋ݏݐ ൌ ௧௚௧
ඥଵା௧௚మ௧
ൌ
ೣ
య
ටଵାቀೣ
య
ቁ
మ
ൌ ௫
√ଽା௫మ
, то остаточно 
отримаємо 
න
݀ݔ
ඥሺ9 ൅ ݔଶሻଷ
ൌ
ݔ
√9 ൅ ݔଶ
൅ С. 
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1.10. Інтегрування тригонометричних функцій 
I. Інтеграли виду  ׬ ݏ݅݊௠ ݔ · ܿ݋ݏ௡ݔ݀ݔ. 
1) Якщо ݉ і ݊ - цілі числа і принаймні одне з цих чисел є непарним 
додатним числом, наприклад ݉ ൌ 2݇ ൅ 1, то 
න ݏ݅݊௠ ݔ · ܿ݋ݏ௡ݔ݀ݔ ൌ න ݏ݅݊ଶ௞ାଵ ݔ · ܿ݋ݏ௡ݔ݀ݔ ൌ න ݏ݅݊ଶ௞ ݔ · ݏ݅݊ݔ · ܿ݋ݏ௡ݔ݀ݔ ൌ 
ൌ නሺݏ݅݊ଶݔሻ௞ · ܿ݋ݏ௡ݔ · ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ නሺ1 െ ܿ݋ݏଶݔሻ௞ · ܿ݋ݏ௡ݔ · ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ 
=ቚ ݐ ൌ ܿ݋ݏݔ݀ݐ ൌ െݏ݅݊ݔ݀ݔቚ ൌ െ ׬ሺ1 െ ݐ
ଶሻ௞ · ݐ௡ · ݀ݐ. 
Якщо ж непарним буде число ݊ ൌ 2݌ ൅ 1 ൐ 0, то треба застосувати 
підстановку ݐ ൌ ݏ݅݊ݔ. 
2) Якщо обидва показники ݉ і ݊ - парні невід’ємні числа ( зокрема один з 
них може бути рівним нулю), то доцільно застосувати формули зниження 
степеню: 
ݏ݅݊ଶݔ ൌ
1
2
ሺ1 െ ܿ݋ݏ2ݔሻ,     ܿ݋ݏଶݔ ൌ
1
2
ሺ1 ൅ ܿ݋ݏ2ݔሻ. 
3) Якщо обидва показники – парні, причому принаймні один із них 
від’ємний, то потрібно виконати заміну ݐ݃ݔ ൌ ݐ або ܿݐ݃ݔ ൌ ݐ. Тоді: ݔ ൌ ܽݎܿݐ݃ݐ 
( ݔ ൌ ܽݎܿܿݐ݃ݐሻ, ݀ݔ ൌ ௗ௧
௧మାଵ
 ቀ݀ݔ ൌ െ ௗ௧
௧మାଵ
 ቁ. 
       II. Інтеграли виду ׬ ݏ݅݊ܽݔ · ܿ݋ݏܾݔ݀ݔ, ׬ ܿ݋ݏܽݔ · ܿ݋ݏܾݔ݀ݔ, ׬ ݏ݅݊ܽݔ · ݏܾ݅݊ݔ݀ݔ. 
Щоб знайти ці інтеграли, треба перейти від добутку тригонометричних 
функцій до суми за відомими формулами: 
ݏ݅݊ܽݔ · ܿ݋ݏܾݔ ൌ
1
2
ሺsinሺܽ ൅ ܾሻ ݔ ൅ sinሺܽ െ ܾሻ ݔሻ,
ܿ݋ݏܽݔ · ܿ݋ݏܾݔ ൌ
1
2
ሺcosሺܽ ൅ ܾሻ ݔ ൅ cosሺܽ െ ܾሻ ݔሻ,
ݏ݅݊ܽݔ · ݏܾ݅݊ݔ ൌ
1
2
ሺcosሺܽ െ ܾሻ ݔ െ cosሺܽ ൅ ܾሻ ݔሻ.
 
III. Інтеграли виду ׬ ܴሺݏ݅݊ݔ, ܿ݋ݏݔሻ݀ݔ, де ܴ െ раціональна функція від 
ݏ݅݊ݔ і ܿ݋ݏݔ. За допомогою так званої універсальної тригонометричної 
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підстановки  ݐ݃ ௫
ଶ
ൌ ݐ  ሺെߨ ൏ ݔ ൏ ߨሻ інтеграл зводиться до інтегралу від 
раціональної функції. При цьому 
ݏ݅݊ݔ ൌ
2ݐ
1 ൅ ݐଶ
, ܿ݋ݏݔ ൌ
1 െ ݐଶ
1 ൅ ݐଶ
,   ݔ ൌ 2ܽݎܿݐ݃ݐ, ݀ݔ ൌ
2݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
. 
Зауважимо, що іноді замість підстановки  ݐ݃ ௫
ଶ
ൌ ݐ  зручніше зробити 
підстановку ܿݐ݃ ௫
ଶ
ൌ ݐ . 
Слід також визначити, що в силу своєї універсальності підстановка 
ݐ݃ ௫
ଶ
ൌ ݐ   часто приводить до занадто громіздких викладок, що ускладнює 
знахождення інтеграла. Тому в окремих випадках доцільно застосовувати інші 
підстановки, які також раціоналізують інтеграл. Наприклад: 
1) Якщо виконується рівність  
ܴሺെݏ݅݊ݔ, ܿ݋ݏݔሻ ؠ െܴሺݏ݅݊ݔ, ܿ݋ݏݔሻ, 
то застосуємо підстановку ܿ݋ݏݔ ൌ ݐ. 
2) Якщо виконується рівність 
ܴሺݏ݅݊ݔ, െܿ݋ݏݔሻ ؠ െܴሺݏ݅݊ݔ, ܿ݋ݏݔሻ, 
то застосуємо підстановку ݏ݅݊ݔ ൌ ݐ. 
3) Якщо виконується рівність 
ܴሺെݏ݅݊ݔ, െܿ݋ݏݔሻ ؠ ܴሺݏ݅݊ݔ, ܿ݋ݏݔሻ, 
то застосовуємо підстановку ݐ݃ݔ ൌ ݐ, при цьому,  
ݏ݅݊ݔ ൌ
ݐ
√1 ൅ ݐଶ
, ܿ݋ݏݔ ൌ
1
√1 ൅ ݐଶ
, ݔ ൌ ܽݎܿݐ݃ݐ, ݀ݔ ൌ
݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
. 
Приклад 25. Знайти невизначений інтеграл ׬ ܿ݋ݏସݔ · ݏ݅݊ହݔ݀ݔ. 
Розв’язання. Тут ݉ ൌ 5, ݊ ൌ 4. Враховуючи, що ݉ непарне, виконаємо 
перетворення: 
න ܿ݋ݏସݔ · ݏ݅݊ହݔ݀ݔ ൌ න ܿ݋ݏସݔ · ݏ݅݊ସݔ · ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ න ܿ݋ݏସݔ · ሺݏ݅݊ଶݔሻଶ · ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ 
ൌ න ܿ݋ݏସݔ · ሺ1 െ ܿ݋ݏଶݔሻଶ · ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ ቤ
ݐ ൌ ܿ݋ݏݔ
݀ݐ ൌ െݏ݅݊ݔ݀ݔቤ ൌ െ න ݐସሺ1 െ ݐଶሻଶ ݀ݐ ൌ 
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ൌ െ න ݐସሺ1 െ 2ݐଶ ൅ ݐସሻ݀ݐ ൌ නሺ2ݐ଺ െ ݐସ െ ݐ଼ሻ݀ݐ ൌ
2ݐ଻
7
െ
ݐହ
5
െ
ݐଽ
9
൅ ܥ ൌ 
ൌ
2ܿ݋ݏ଻ݔ
7
െ
ܿ݋ݏହݔ
5
െ
ܿ݋ݏଽݔ
9
൅ ܥ. 
Приклад 26. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௦௜௡
మ௫
௖௢௦ర௫
݀ݔ. 
Розв’язання. Тут  ݉ ൌ 2, ݊ ൌ െ4 ൏ 0 і парне, тому 
න
ݏ݅݊ଶݔ
ܿ݋ݏସݔ
݀ݔ ൌ ተተ
ݐ ൌ ݐ݃ݔ, ݔ ൌ ܽݎܿݐ݃ݐ, ݀ݔ ൌ
݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
ݏ݅݊ଶݔ ൌ
ݐଶ
1 ൅ ݐଶ
, ܿ݋ݏଶݔ ൌ
1
1 ൅ ݐଶ
ተተ ൌ න
ݐଶ
1 ൅ ݐଶ
1
ሺ1 ൅ ݐଶሻଶ
·
݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
ൌ 
ൌ න ݐଶ݀ݐ ൌ
ݐଷ
3
൅ ܥ ൌ
ݐ݃ଷݔ
3
൅ ܥ. 
Приклад 27. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௖௢௦
య௫
√௦௜௡ర௫య
݀ݔ. 
Розв’язання. Тут  ݉ ൌ െ ସ
ଷ
, ݊ ൌ 3 ൐ 0 і непарне, тому 
න
ܿ݋ݏଷݔ
√ݏ݅݊ସݔయ
݀ݔ ൌ න
ܿ݋ݏଶݔ
√ݏ݅݊ସݔయ
· ܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ න
1 െ ݏ݅݊ଶݔ
√ݏ݅݊ଶݔయ
· ܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ 
ൌ ቚ ݏ݅݊ݔ ൌ ݐ
ܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ ݀ݐ
ቚ ൌ න
1 െ ݐଶ
ݐଶ/ଷ
· ݀ݐ ൌ න ݐିଶ/ଷ ݀ݐ െ න ݐସ/ଷ ݀ݐ ൌ 3ݐଵ/ଷ െ
3ݐ଻/ଷ
7
൅ ܥ ൌ 
ൌ 3ݐଵ/ଷ ቆ1 െ
ݐଶ
7
ቇ ൅ ܥ ൌ 3ݏ݅݊ଵ/ଷݔ ቆ1 െ
ݏ݅݊ଶݔ
7
ቇ ൅ ܥ. 
Приклад 28. Знайти невизначений інтеграл ׬ ݏ݅݊ସݔ · ܿ݋ݏଶݔ݀ݔ. 
Розв’язання. В нашому прикладі ݉ ൌ 4, ݊ ൌ 2 обидва додатні і парні, 
тобто маємо 
න ݏ݅݊ସݔ · ܿ݋ݏଶݔ݀ݔ ൌ න ݏ݅݊ଶݔ · ݏ݅݊ଶݔ · ܿ݋ݏଶݔ݀ݔ ൌ න ݏ݅݊ଶݔ · ሺݏ݅݊ݔ · ܿ݋ݏݔሻଶ݀ݔ ൌ 
ൌ න
1
2
ሺ1 െ ܿ݋ݏ2ݔሻ ·
1
4
ݏ݅݊ଶ2ݔ݀ݔ ൌ
1
8
න ݏ݅݊ଶ2ݔ݀ݔ െ
1
8
න ܿ݋ݏ2ݔ · ݏ݅݊ଶ2ݔ݀ݔ ൌ 
ൌ
1
8
න
1
2
ሺ1 െ ܿ݋ݏ4ݔሻ ݀ݔ െ
1
16
න ݏ݅݊ଶ2ݔ · ݀ሺݏ݅݊2ݔሻ ൌ 
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ൌ
ݔ
16
െ
ݏ݅݊4ݔ
64
െ
1
16
·
ݏ݅݊ଷ2ݔ
3
൅ ܥ ൌ
ݔ
16
െ
ݏ݅݊4ݔ
64
െ
ݏ݅݊ଷ2ݔ
48
൅ ܥ. 
Приклад 29. Знайти невизначений інтеграл ׬ ௗ௫
௦௜௡௫௦௜௡ଶ௫
. 
Розв’язання.  ׬ ௗ௫
௦௜௡௫·௦௜௡ଶ௫
ൌ ׬
ௗ௫
ଶ௦௜௡మ௫·௖௢௦௫
. 
Якщо в виразі ଵ
ଶ௦௜௡మ௫·௖௢௦௫
 замінити ܿ݋ݏݔ  на – ܿ݋ݏݔ, то дріб змінить знак на 
протилежний, тому тут треба застосувати підстановку ݏ݅݊ݔ ൌ ݐ.  
න
݀ݔ
ݏ݅݊ݔ · ݏ݅݊2ݔ
ൌ න
݀ݔ
2ݏ݅݊ଶݔ · ܿ݋ݏݔ
ൌ ቮ
ݐ ൌ ݏ݅݊ݔ, ݔ ൌ ܽݎܿݏ݅݊ݐ
݀ݔ ൌ
݀ݐ
√1 െ ݐଶ
, ܿ݋ݏݔ ൌ ඥ1 െ ݐଶቮ ൌ 
ൌ
1
2
න
݀ݐ
ݐଶሺ1 െ ݐଶሻ
ൌ
1
2
න
1 െ ݐଶ ൅ ݐଶ
ݐଶሺ1 െ ݐଶሻ
݀ݐ ൌ
1
2
න
݀ݐ
ݐଶ
൅
1
2
න
݀ݐ
1 െ ݐଶ
ൌ 
ൌ െ
1
2ݐ
െ
1
4
݈݊ ฬ
ݐ െ 1
ݐ ൅ 1
ฬ ൅ ܥ ൌ െ
1
2ݏ݅݊ݔ
െ
1
4
݈݊ ฬ
ݏ݅݊ݔ െ 1
ݏ݅݊ݔ ൅ 1
ฬ ൅ ܥ. 
Приклад 30. Знайти невизначений інтеграл ׬ ݏ݅݊4ݔ · ܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ. 
Розв’язання. Застосуємо формулу ݏ݅݊ܽݔ · ܿ݋ݏܾݔ ൌ ଵ
ଶ
ሺsinሺܽ ൅ ܾሻ ݔ ൅
sinܽെܾݔ, одержимо 
න ݏ݅݊4ݔ · ܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ ൌ
1
2
නሺݏ݅݊7ݔ ൅ ݏ݅݊ݔሻ ݀ݔ ൌ െ
1
2
·
ܿ݋ݏ7ݔ
7
െ
1
2
· ܿ݋ݏݔ ൅ ܥ ൌ 
ൌ െ
ܿ݋ݏ7ݔ
14
െ
ܿ݋ݏݔ
2
൅ ܥ. 
 
РОЗДІЛ 2.   ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
2.1. Поняття інтегральної суми і визначеного інтеграла 
Нехай на відрізку ሾܽ, ܾሿ ሺܽ ൏ ܾሻ вісі ܱݔ  дана неперервна функція ݂ሺݔሻ. 
Відрізок ሾܽ, ܾሿ розіб’ємо на ݊ частин, довжини яких можуть буми довільними. 
Кожний такий відрізок будемо називати частковим. Абсциси точок розбиття 
позначимо через 
ܽ ൌ ݔ଴ ൏ ݔଵ ൏ ݔଶ ൏ ڮ ൏ ݔ௡ିଵ ൏ ݔ௡ ൌ ܾ. 
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Довжину часткового відрізка, рівну різниці ݔ௞ െ ݔ௞ିଵ ሺ݇ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, 
позначимо через ∆ݔ௞: 
∆ݔ௞ ൌ ݔ௞ െ ݔ௞ିଵ . 
На кожному частковому відрізку оберемо довільну точку, абсцису якої 
позначимо через ߠ௞ ሺ݇ ൌ 1,2, … , ݊ሻ, обчислимо ݂ሺߠ௞ሻ െ значення заданої 
функції ݂ሺݔሻ в цій точці. Знайдемо добуток числа ݂ሺߠ௞ሻ на довжину ∆ݔ௞ 
відрізка, на якому взято точку ߠ௞, тобто ݂ሺߠ௞ሻ∆ݔ௞. Складемо суму таких 
добутків: 
݂ሺߠଵሻ∆ݔଵ ൅ ݂ሺߠଶሻ∆ݔଶ ൅ ڮ ൅ ݂ሺߠ௡ሻ∆ݔ௡ ൌ ෍ ݂ሺߠ௞ሻ∆ݔ௞
௡
௞ୀଵ
. 
Така сума називається інтегральною сумою для функції ݂ሺݔሻ на відрізку 
ሾܽ, ܾሿ.  За означенням, границя інтегральної суми, якщо вона існує і не залежить 
від способу розбиття відрізка ሾܽ, ܾሿ на часткові, ні від вибору на них точок ߠ௞, 
називається визначеним інтегралом функції ݂ሺݔሻ на відрізку ሾܽ, ܾሿ  
lim
௠௔௫∆௫ೖ՜଴
ሺ௡՜ஶሻ
෍ ݂ሺߠ௞ሻ∆ݔ௞
௡
௞ୀଵ
ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
. 
Число ܽ називають нижньою межею інтегрування, число ܾ െ верхньою 
межею інтегрування. 
 
2.2. Формула Ньютона-Лейбніца 
Якщо функція ݂ሺݔሻ неперервна на відрізку ሾܽ, ܾሿ і ܨሺݔሻ - будь-яка 
первісна для ݂ሺݔሻ на цьому відрізку, то має місце формула 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ ܨሺܾሻ െ ܨሺܽሻ. 
Формула має назву формули Ньютона-Лейбніца. Вона є основною 
формулою інтегрального числення. Для зручності її записують у вигляді: 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ ܨሺݔሻอ
௔
௕
ൌ ܨሺܾሻ െ ܨሺܽሻ. 
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2.3. Властивості визначеного інтеграла 
1. න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ െ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௔
௕
;        
 2. න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௔
௔
ൌ 0. 
3. න ݂ܿሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ ܿ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
.     
4. නሺ ଵ݂ሺݔሻ േ ଶ݂ሺݔሻ ሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ න ଵ݂ሺݔሻ݀ݔ േ න ଶ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
௕
௔
. 
5. Якщо ݂ሺݔሻ െ інтегровна функція на відрізку ሾܽ, ܾሿ і ݂ሺݔሻ ൒ 0 для ݔ߳ሾܽ, ܾሿ, то 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
൒ 0. 
6. Якщо ݂ሺݔሻ і ߮ሺݔሻ - інтегровні функції на відрізку ሾܽ, ܾሿ  і ݂ሺݔሻ ൑ ߮ሺݔሻ для 
ݔ߳ሾܽ, ܾሿ, то 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
൑ න ߮ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
. 
7. Якщо функція ݂ሺݔሻ інтегровна на відрізку ሾܽ, ܾሿ  і ܽ ൏ ܿ ൏ ܾ, то ця функція 
інтегровна і на відрізках ሾܽ, ܿሿ  і ሾс, ܾሿ, причому 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௖
௔
൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௖
. 
Приклад 1. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௗ௫ሺଵ଴ାଶ௫ሻర
ଵ
ିଵ  . 
Розв’язання. Скориставшись формулою Ньютона-Лейбніца, одержимо: 
න
݀ݔ
ሺ10 ൅ 2ݔሻସ
ଵ
ିଵ
ൌ නሺ10 ൅ 2ݔሻିସ
ଵ
ିଵ
݀ݔ ൌ
1
2
·
ሺ10 ൅ 2ݔሻିଷ
െ3
ቤ
ିଵ
ଵ
ൌ 
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ൌ െ
1
6
·
1
ሺ10 ൅ 2ݔሻଷ
ฬ
ିଵ
ଵ
ൌ െ
1
6
· ൬
1
ሺ10 ൅ 2ሻଷ
െ
1
ሺ10 െ 2ሻଷ
൰ ൌ െ
1
6
·
8 െ 27
13824
ൌ
19
82944
. 
Приклад 2. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௬ିଵ
√௬ାଵ
ଽ
ସ ݀ݕ . 
Розв’язання. Спростимо підінтегральний вираз за формулами 
скороченого множення: 
න
ݕ െ 1
ඥݕ ൅ 1
ଽ
ସ
݀ݕ ൌ න
൫ඥݕ ൅ 1൯൫ඥݕ െ 1൯
ඥݕ ൅ 1
ଽ
ସ
݀ݕ ൌ න൫ඥݕ െ 1൯݀ݕ ൌ
ଽ
ସ
 
ൌ ቌ
2ݕ
ଷ
ଶ
3
െ ݕቍቮ
ସ
ଽ
ൌ
2 · 9
ଷ
ଶ
3
െ 9 െ
2 · 4
ଷ
ଶ
3
൅ 4 ൌ 18 െ 9 െ
16
3
൅ 4 ൌ
23
3
ൌ 7
2
3
. 
Приклад 3. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௗ௫
√ହାସ௫ି௫మ
ହ
ଶ  . 
Розв’язання. Доповнимо підкореневий вираз до повного квадрату: 
න
݀ݔ
√5 ൅ 4ݔ െ ݔଶ
ହ
ଶ
ൌ න
݀ݔ
ඥ9 െ ሺݔ െ 2ሻଶ
ହ
ଶ
ൌ ܽݎܿݏ݅݊
ݔ െ 2
3
ฬ
ଶ
ହ
ൌ 
ൌ ܽݎܿݏ݅݊
5 െ 3
3
െ ܽݎܿݏ݅݊
2 െ 2
3
ൌ ܽݎܿݏ݅݊1 െ ܽݎܿݏ݅݊0 ൌ
ߨ
2
െ 0 ൌ
ߨ
2
. 
 
2.4. Заміна змінної у визначеному інтегралі 
Якщо функція ݂ሺݔሻ неперервна на відрізку ሾܽ, ܾሿ і ݔ ൌ ߮ሺݐሻ െ функція 
неперервна зі своєю похідною першого порядку на відрізку ሾߙ, ߚሿ, причому 
ܽ ൌ ߮ሺߙሻ ൑ ߮ሺݐሻ ൑ ߮ሺߚሻ ൌ ܾ для ߙ ൑ ݐ ൑ ߚ, то  
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ න ݂൫߮ሺݐሻ൯ · ߮ᇱሺݐሻ݀ݐ.
ఉ
ఈ
 
Цю формулу називають формулою заміни змінної для визначеного 
інтеграла. 
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 Із поданого випливає, що функція ݔ ൌ ߮ሺݐሻ на відрізку ሾܽ, ܾሿ повинна 
бути монотонною або іншими словами всі значення функції ߮ሺݐሻ повинні 
знаходитися на відрізку ሾܽ, ܾሿ. 
Зауважимо, що заміна змінної у визначеному інтегралі вимагає 
обережності і обов’язкового виконання усіх перерахованих умов, накладених 
на функцію ݔ ൌ ߮ሺݐሻ. 
Відзначимо також, що виконавши заміну змінної у визначеному інтегралі 
для його обчислення, немає необхідності повертатися до початкової змінної, 
досить лише знайти межі інтегрування для нової змінної. Для цього до рівності 
ݔ ൌ ߮ሺݐሻ замість ݔ підставляємо по черзі нижню межу ܽ і верхню межу ܾ 
інтегрування і розв’язуємо рівняння ܽ ൌ ߮ሺݐሻ і  ܾ ൌ ߮ሺݐሻ. Знайдені значення ݐ і 
будуть відповідно нижньою ߙ і верхньою ߚ  межами для нової змінної 
інтегрування. Якщо кожне з рівнянь ܽ ൌ ߮ሺݐሻ і  ܾ ൌ ߮ሺݐሻ задовольняє не одно, а 
декілька значень ݐ, то за ߙ і ߚ можна прийняти будь-яке з них. Однак вільність 
вибору обмежується вимогою, щоб значення функції ߮ሺݐሻ не виходили із 
відрізка ሾܽ, ܾሿ, на якому визначена и неперервна підінтегральна функція ݂ሺݔሻ. 
Приклад 4. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௗ௫
௫√ଵା௟௡௫
௘య
ଵ  . 
Розв’язання. Зробимо заміну змінної: 
න
݀ݔ
ݔ√1 ൅ ݈݊ݔ
௘య
ଵ
ൌ ተተ
ݐ ൌ 1 ൅ ݈݊ݔ, ݀ݐ ൌ
݀ݔ
ݔ
ݐв ൌ 1 ൅ ݈݊݁ଷ ൌ 1 ൅ 3 ൌ 4
ݐн ൌ 1 ൅ ݈݊1 ൌ 1 ൅ 0 ൌ 1
ተተ ൌ න
݀ݐ
√ݐ
ସ
ଵ
ൌ 2√ݐหଵ
ସ
ൌ 
ൌ 2൫√4 െ √1൯ ൌ 2ሺ2 െ 1ሻ ൌ 2. 
Приклад 5. Обчислити визначений інтеграл ׬ √௫
మିଵ
௫
ଶ
ଵ ݀ݔ. 
Розв’язання. Зробимо заміну змінної: 
න
√ݔଶ െ 1
ݔ
ଶ
ଵ
݀ݔ ൌ ተ
ተ
ݔଶ െ 1 ൌ ݐଶ
2ݔ݀ݔ ൌ 2ݐ݀ݐ
ݔ݀ݔ ൌ ݐ݀ݐ
 1 െ 1 ൌ ݐଶ, ݐн ൌ 0
4 െ 1 ൌ ݐଶ, ݐв ൌ √3
ተ
ተ ൌ න
√ݔଶ െ 1
ݔଶ
ଶ
ଵ
· ݔ݀ݔ ൌ න
ݐଶ݀ݐ
ݐଶ ൅ 1
√ଷ
଴
ൌ 
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ൌ න
ݐଶ ൅ 1 െ 1
ݐଶ ൅ 1
√ଷ
଴
݀ݐ ൌ න ൬1 െ
1
ݐଶ ൅ 1
൰
√ଷ
଴
݀ݐ ൌ ሺݐ െ ܽݎܿݐ݃ݐሻ|଴
√ଷ ൌ 
ൌ √3 െ ܽݎܿݐ݃√3 ൅ ܽݎܿݐ݃0 ൌ √3 െ
ߨ
3
. 
Приклад 6. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௗ௫
ଶା௖௢௦௫
ഏ
మ
଴  . 
Розв’язання. Скористаємося універсальною тригонометричною 
підстановкою: 
න
݀ݔ
2 ൅ ܿ݋ݏݔ
గ
ଶ
଴
ൌ
ተ
ተ
ݐ ൌ ݐ݃
ݔ
2
, ݔ ൌ 2ܽݎܿݐ݃ݐ
݀ݔ ൌ
2݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
, ܿ݋ݏݔ ൌ
1 െ ݐଶ
1 ൅ ݐଶ
ݐн ൌ ݐ݃0 ൌ 0, ݐв ൌ ݐ݃
ߨ
4
ൌ 1
ተ
ተ
ൌ න
2݀ݐ
1 ൅ ݐଶ
2 ൅ 1 െ ݐ
ଶ
1 ൅ ݐଶ
ଵ
଴
ൌ 
ൌ න
2݀ݐ
2 ൅ 2ݐଶ ൅ 1 െ ݐଶ
ଵ
଴
ൌ 2 න
݀ݐ
ݐଶ ൅ 3
ଵ
଴
ൌ
2
√3
ܽݎܿݐ݃
ݐ
√3
ฬ
଴
ଵ
ൌ 
ൌ
2
√3
൬ܽݎܿݐ݃
1
√3
െ ܽݎܿݐ݃0൰ ൌ
2
√3
·
ߨ
6
ൌ
ߨ
3√3
 . 
 
2.5. Інтегрування частинами у визначеному інтегралі 
Якщо функції ݑሺݔሻ і ݒሺݔሻ неперервні разом із своїми похідними першого 
порядку на відрізку ሾܽ, ܾሿ, то 
න ݑ · ݀ݒ ൌ ݑ · ݒอ
௔
௕௕
௔
െ න ݒ · ݀ݑ
௕
௔
 
Цю формулу називають формулою інтегрування частинами для 
визначеного інтеграла.  
Застосування цієї формули мало чим відрізняється від застосування 
відповідної формули для невизначеного інтеграла. Тому обмежемося 
розв’язанням кількох прикладів. 
Приклад 7. Обчислити визначений інтеграл ׬ ݔ ܿ݋ݏݔ݀ݔ.
ഏ
మ
଴  
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Розв’язання.  
න ݔ ܿ݋ݏݔ݀ݔ ൌ
గ
ଶ
଴
ฬ ݑ ൌ ݔ, ݀ݑ ൌ ݀ݔ݀ݒ ൌ ܿ݋ݏݔ݀ݔ, ݒ ൌ ݏ݅݊ݔฬ ൌ
ሺݔ ݏ݅݊ݔሻ|଴
గ
ଶ െ න ݏ݅݊ݔ݀ݔ ൌ
గ
ଶ
଴
 
ൌ
ߨ
2
· ݏ݅݊
ߨ
2
െ 0 ൅ ܿ݋ݏݔ|଴
గ
ଶ ൌ
ߨ
2
൅ ܿ݋ݏ
ߨ
2
െ ܿ݋ݏ0 ൌ
ߨ
2
െ 1. 
Приклад 8. Обчислити визначений інтеграл ׬ ௟௡௫ௗ௫
௫ఱ
ଶ
ଵ . 
Розв’язання.  
න
݈݊ݔ݀ݔ
ݔହ
ଶ
ଵ
ൌ ተ
ݑ ൌ ݈݊ݔ, ݀ݑ ൌ
݀ݔ
ݔ
݀ݒ ൌ
݀ݔ
ݔହ
, ݒ ൌ െ
1
4ݔସ
ተ ൌ ൬െ
݈݊ݔ
4ݔସ
൰ฬ
ଵ
ଶ
െ න ൬െ
1
4ݔସ
൰
ଶ
ଵ
·
݀ݔ
ݔ
ൌ 
ൌ െ
݈݊2
64
൅
1
4
· න
݀ݔ
ݔହ
ଶ
ଵ
ൌ െ
݈݊2
64
െ
1
16ݔସ
ฬ
ଵ
ଶ
ൌ െ
݈݊2
64
െ
1
256
൅
1
16
ൌ
15 െ 2݈݊2
256
. 
 
2.6. Невласні інтеграли 
Невласними інтегралами називають інтеграли з нескінченними 
проміжками інтегрування (інтеграли з нескінченними межами інтегрування) і 
інтеграли від необмежених функцій (інтеграли від функцій, які мають 
нескінченний розрив). 
2.6.1. Невласні інтеграли з нескінченними проміжками інтегрування 
Нехай функція ݂ሺݔሻ визначена на проміжку ሺܽ, ൅∞ሻ і інтегровна на 
відрізку ሾܽ, ܾሿ при всякому ܾ ൐ ܽ. Тоді визначений інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  існує при 
всякому ܾ ൒ ܽ і, отже, він є деякою функцією від ܾ, визначеною на проміжку 
ሺܽ, ൅∞ሻ, тобто 
ܫሺܾሻ ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
. 
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Якщо функція ܫሺܾሻ при ܾ ՜ ൅∞ має скінченну границю ܣ, то цю границю 
називають невласним інтегралом від функції ݂ሺݔሻ на проміжку ሺܽ, ൅∞ሻ і 
позначають як: 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ାஶ
௔
. 
Таким чином, за означенням 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ାஶ
௔
ൌ lim
௕՜ାஶ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
. 
При цьому вважають, що невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶ௔  збігається (до 
числа ܣ). 
Якщо ж функція ܫሺܾሻ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  при ܾ ՜ ൅∞ не має скінченної границі, 
то в такому разі вважають, що невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶ௔  розбігається. 
Аналогічно визначається невласний інтеграл вигляду ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕ିஶ . Якщо 
функція ݂ሺݔሻ визначена на проміжку ሺെ∞, ܾሻ і інтегровна на відрізку ሾܽ, ܾሿ при 
всякому ܽ ൏ ܾ, то за означенням 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
ିஶ
ൌ lim
௔՜ିஶ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
 
Невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕ିஶ   називають збіжним, якщо існує 
скінченна границя, що стоїть у правій частині рівності і розбіжним, якщо такої 
скінченної границі не існує. 
Нарешті, якщо функція ݂ሺݔሻ визначена на проміжку ሺെ∞, ൅∞ሻ, то за 
означенням, 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ାஶ
ିஶ
ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
с
ିஶ
൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ାஶ
с
ൌ lim௔՜ିஶ
௕՜ାஶ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
, 
де с െ будь-яке стале число, причому невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶିஶ  
називають збіжним, якщо ябігаються обидва невласних інтеграли, які стоять у 
правій частині рівності . Якщо ж принаймні один з цих інтегралів розбігається, 
то невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶିஶ  називають розбіжним. 
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Приклад 9. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність 
׬
ௗ௫
௫௟௡ర௫
ାஶ
௘ . 
Розв’язання.  
න
݀ݔ
ݔ݈݊ସݔ
ାஶ
௘
ൌ lim
௕՜ାஶ
න
݀ݔ
ݔ݈݊ସݔ
௕
௘
ൌ ተ
ݐ ൌ ݈݊ݔ
݀ݐ ൌ
݀ݔ
ݔ
ݐн ൌ 1, ݐв ൌ ݈ܾ݊
ተ lim
௕՜ାஶ
ቆെ
1
3ݐଷ
ฬ
ଵ
௟௡௕
ቇ
ൌ lim
௕՜ାஶ
൬െ
1
3݈݊ଷܾ
൅
1
3݈݊ଷ1
൰ ൌ െ
1
∞
൅
1
3
ൌ
1
3
. 
Отже, за означеняням, даний інтеграл збігається. 
Приклад 10. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність 
׬
ௗ௫
௫మାଶ௫ାହ
ାஶ
ିஶ . 
Розв’язання.  
න
݀ݔ
ݔଶ ൅ 2ݔ ൅ 5
ାஶ
ିஶ
ൌ lim௔՜ିஶ
௕՜ାஶ
න
݀ݔ
ݔଶ ൅ 2ݔ ൅ 5
௕
௔
ൌ lim௔՜ିஶ
௕՜ାஶ
න
݀ݔ
ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 4
௕
௔
ൌ 
ൌ lim௔՜ିஶ
௕՜ାஶ
ቆ
1
2
ܽݎܿݐ݃
ݔ ൅ 1
2
ฬ
௔
௕
ቇ ൌ
1
2
lim
௕՜ାஶ
ܽݎܿݐ݃
ܾ ൅ 1
2
െ
1
2
lim௔՜ିஶܽݎܿݐ݃
ܽ ൅ 1
2
ൌ 
ൌ
1
2
ܽݎܿݐ݃ሺ൅∞ሻ െ
1
2
ܽݎܿݐ݃ሺെ∞ሻ ൌ
1
2
·
ߨ
2
െ
1
2
· ቀെ
ߨ
2
ቁ ൌ
ߨ
4
൅
ߨ
4
ൌ
ߨ
2
. 
Отже, за означенням, цей інтеграл також збігається. 
Приклад 11. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність 
׬
ௗ௫
ሺ௫ାଷሻ୪୬ ሺ௫ାଷሻ
ାஶ
ଶ . 
Розв’язання.  
න
݀ݔ
ሺݔ ൅ 3ሻln ሺݔ ൅ 3ሻ
ାஶ
ଶ
ൌ lim
௕՜ାஶ
න
݀ݔ
ሺݔ ൅ 3ሻln ሺݔ ൅ 3ሻ
௕
ଶ
ൌ ተ
ݐ ൌ lnሺݔ ൅ 3ሻ , ݀ݐ ൌ
݀ݔ
ݔ ൅ 3
 
ݐв ൌ ln ሺܾ ൅ 3ሻ
ݐн ൌ ݈݊5
ተ 
ൌ lim
௕՜ାஶ
න
݀ݐ
ݐ
୪୬ ሺ௕ାଷሻ
௟௡ହ
ൌ lim
௕՜ାஶ
݈݊ݐ|௟௡ହ
୪୬ ሺ௕ାଷሻ ൌ lim
௕՜ାஶ
ሺlnሺlnሺܾ ൅ 3ሻሻ െ ݈݈݊݊5ሻ ൌ 
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ൌ ∞ െ ݈݊5 ൌ ∞. 
Отже, за означенням, даний інтеграл розбігається. 
 
2.6.2. Невласні інтеграли від необмежених функцій 
Якщо функція ݂ሺݔሻ необмежена в будь-якому околі точки ܿ відрізка ሾܽ, ܾሿ 
і неперервна при ܽ ൑ ݔ ൏ ܿ і ܿ ൏ ݔ ൑ ܾ, то за означенням 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ lim
ఌభ՜଴
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
сିఌభ
௔
൅ lim
ఌమ՜଴
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
сାఌమ
, 
де  ߝଵ ൐ 0 і ߝଶ ൐ 0 змінюються незалежно одне від одного. У випадку ܿ ൌ ܾ або 
ܿ ൌ ܽ 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ lim
ఌ ՜଴
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
сିఌ
௔
, або   න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ lim
ఌ ՜଴
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
сାఌ
, 
Якщо границі, які стоять у правих частинах рівностей вище наведених 
рівностей,  існують і скінченні, то невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  називають 
збіжним. 
Якщо ж границі не існують або дорівнюють нескінченності, то невласний 
інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  називають розбіжним. 
Підкреслимо, що невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  виражений першою 
рівністю, називають збіжним лише в тому випадку, коли обидві границі правої 
частини існують и скінченні. 
Якщо ж принаймні одна з цих границь не існує або дорівнює 
нескінченності, то невласний інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  називають розбіжним. 
Зауважимо, що позначення невласного інтеграла нічим не відрізняється 
від позначення визначеного інтеграла. Тому, щоб розрізнити, яким буде 
інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔ : визначеним чи невласним, треба перевірити, чи буде 
функція ݂ሺݔሻ інтегровною на відрізку ሾܽ, ܾሿ. 
Якщо ݂ሺݔሻ необмежена на проміжку ሾܽ,ܾሻ або на проміжку ሺܽ,ܾሿ, або в 
будь-якому околі точки ܿ відрізка ሾܽ, ܾሿ, то інтеграл ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕௔  буде невласним. 
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Відзначимо також, що коли функція ݂ሺݔሻ необмежена в будь-якому околі 
точки ܿ відрізка ሾܽ, ܾሿ й існує неперервна на ሾܽ, ܾሿ функція ܨሺݔሻ така, що 
ܨᇱሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ при ݔ ് ܿ, то 
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
ൌ ܨሺܾሻ െ ܨሺܽሻ. 
Приклад 12. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність 
׬
ௗ௫
√ଵି௫మ
ଵ
ିଵ . 
Розв’язання. Підінтегральна функція ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
√ଵି௫మ
  не визначена в точках 
ݔଵ ൌ െ1 і ݔଶ ൌ 1, причому при ݔଵ ՜ െ1 і ݔଶ ՜ 1 функція ݂ሺݔሻ ൌ
ௗ௫
√ଵି௫మ
  
необмежено зростає. Таким чином, маємо невласний інтеграл від необмеженої 
функції. За означенням, 
න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
ଵ
ିଵ
ൌ න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
଴
ିଵ
൅ න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
ଵ
଴
ൌ lim
ఌభ՜଴
න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
଴
ିଵାఌభ
൅ lim
ఌమ՜଴
න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
ଵିఌమ
଴
 
ൌ lim
ఌభ՜଴
ܽݎܿݏ݅݊ݔ|ିଵାఌభ
଴ ൅ lim
ఌమ՜଴
ܽݎܿݏ݅݊ݔ|଴
ଵିఌమ ൌ 
ൌ lim
ఌభ՜଴
ሺܽݎܿݏ݅݊0 െ arcsin ሺെ1 ൅ ߝଵሻሻ ൅ limఌమ՜଴
ሺܽݎܿݏ݅݊ሺ1 െ ߝଶሻ െ ܽݎܿݏ݅݊0ሻ ൌ 
ൌ ܽݎܿݏ݅݊1 ൅ ܽݎܿݏ݅݊1 ൌ 2ܽݎܿݏ݅݊1 ൌ 2 ·
ߨ
2
ൌ ߨ. 
Приклад 13. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність 
׬
ௗ௫
௫௟௡௫
ଶ
ଵ . 
Розв’язання. Підінтегральна функція ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
௫௟௡௫
 не визначена в точці 
ݔ ൌ 1, яка є нижньою межею інтегрування, причому при ݔ ՜ 1 функція 
݂ሺݔሻ ൌ ଵ
௫௟௡௫
 необмежено зростає. Тому, за означенням, 
න
݀ݔ
ݔ݈݊ݔ
ଶ
ଵ
ൌ lim
ఌ՜ା଴
න
݀ݔ
ݔ݈݊ݔ
ଶ
ଵାఌ
ൌ lim
ఌ՜ା଴
݈݈݊݊ݔ|ଵାఌଶ ൌ limఌ՜ା଴
൫݈݈݊݊2 െ ݈݈݊݊ሺ1 ൅ ߝሻ൯ ൌ 
ൌ ݈݈݊݊2 െ ݈݊0 ൌ ∞. 
Таким чином, даний інтеграл розбігається. 
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РОЗДІЛ 3.  ГЕОМЕТРИЧНЕ ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО 
ІНТЕГРАЛУ 
3.1. Обчислення площі плоскої фігури 
1) Випадок прямокутних координат 
Нагадаємо, що плоска фігура, обмежена прямими ݕ ൌ 0, ݔ ൌ ܽ, ݔ ൌ ܾ і 
графіком неперервної і невід’мної на відрізку ሾܽ, ܾሿ функції ݕ ൌ ݂ሺݔሻ (рис. 1), 
називається криволінійною трапецією. 
Площа криволінійної трапеції, яка  обмежена графіком неперервної  на 
відрізку ሾܽ; ܾሿ функції ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, прямими ݔ ൌ ܽ, ݔ ൌ ܾ і відрізком осі Ох, 
обчислюється за формулою 
ܵ ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔
. 
 
Якщо плоска фігура  
обмежена кривими ݕ ൌ ଵ݂ሺݔሻ і  
ݕ ൌ ଶ݂ሺݔሻ, причому на відрізку  
ሾܽ; ܾሿ  ଵ݂ሺݔሻ ൑ ଶ݂ሺݔሻ (рис.1), то її  
площу визначають за формулою 
ܵ ൌ නሺ ଶ݂ሺݔሻ െ ଵ݂ሺݔሻሻ݀ݔ
௕
௔
. 
 
Приклад 1.  Обчислити площу фігури, обмежену лініями ݕ ൌ ݔଶ і ݕ ൌ 4. 
Розв'язання. Фігура має вигляд , зображений на (Рис.2), де ݕ ൌ ݔଶ െ 
парабола, а ݕ ൌ 4 െ пряма лінія: 
        ݕ           ݕ ൌ ݔଶ                Знайдемо її площу: 
ݕ ൌ 4                                                       ܵ ൌ ׬ ሺ4 െ ݔଶሻଶିଶ ݀ݔ ൌ ቀ4ݔ െ
௫య
ଷ
ቁቚ
ିଶ
ଶ
ൌ 
                                                      ൌ 8 െ ଼
ଷ
൅ 8 െ ଼
ଷ
ൌ 16 െ ଵ଺
ଷ
ൌ ଷଶ
ଷ
  ሺодଶሻ 
      
          -2                2            ݔ               
       Рис. 2 
1( )y f x=  
2 ( )y f x=
b  a   x  
y
О 
Рис.1 
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Приклад 2.  Обчислити площу фігури, обмеженої  лініями ݕଶ ൌ 2ݔ ൅ 1 і 
ݔ െ ݕ െ 1 ൌ 0. 
Розв'язання.  Рівняння ݕଶ ൌ 2ݔ ൅ 1 визначає параболу, а рівняння 
ݔ െ ݕ െ 1 ൌ 0 െ пряму лінію (рис. 3). 
                                                                                    Розв’язуючи систему рівнянь 
                                                                                               ൜ ݕ
ଶ ൌ 2ݔ ൅ 1,
ݔ െ ݕ െ 1 ൌ 0,
 
                                                                                    Знайдемо точки перетину  
              3                                     ݕଶ ൌ 2ݔ ൅ 1          прямої і параболи: ܣሺ0; െ1ሻ і                     
              2                                                                     ܤሺ4; 3ሻ. 
              1              x-y-1=0                                           
          െ ଵ
ଶ
       1    2    3    4                 ݔ                       
                   Рис. 3                                                          
 Обчислимо площу фігури, скориставшись формулою: 
ܵ ൌ නሺݔଶሺݕሻ െ ݔଵሺݕሻሻ
ௗ
௖
݀ݕ 
де ݔଶ ൌ ݕ ൅ 1 - лінія, що обмежує фігуру справа, ݔଵ ൌ
௬మିଵ
ଶ
 - лінія, що обмежує 
фігуру зліва  і െ1 ൑ ݕ ൑ 3, одержимо: 
ܵ ൌ න ሺݕ ൅ 1 െ
ݕଶ െ 1
2
ሻ
ଷ
ିଵ
݀ݔ ൌ ቆ
ݕଶ
2
െ
ݕଷ
6
൅
3ݕ
2
ቇቤ
ିଵ
ଷ
ൌ
9
2
െ
9
2
൅
9
2
െ
1
2
െ
1
6
൅
3
2
ൌ 
ൌ
16
3
 ሺодଶሻ. 
2) Випадок параметричного задання функції 
 Нехай криволінійна трапеція обмежена кривою, яка задана параметрич-
ними рівняннями 
൜
ݔ ൌ ߮ሺݐሻ,
ݕ ൌ ߰ሺݐሻ,
   ݐ߳ሾߙ; ߚሿ  
(де ߮ሺߙሻ ൌ ܽ,  ߮ሺߚሻ ൌ ܾ) і ці параметричні рівняння визначають деяку функцію 
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ на відрізку ሾܽ; ܾሿ. Отже,  
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ܵ ൌ න ߰ሺݐሻ߮ᇱሺݐሻ݀ݐ.
ఉ
ఈ
 
 Приклад 3. Обчислити площу першої арки циклоїди: 
൜
ݔ ൌ 3ሺݐ െ ݏ݅݊ݐሻ,
ݕ ൌ 3ሺ1 െ ܿ݋ݏݐሻ.
 
Розв’язання. При ݐ߳ሾ0; 2ߨሿ визначається траєкторія руху точки першої 
арки циклоїди, отже: 
ܵ ൌ න 9
ଶగ
଴
ሺ1 െ ܿ݋ݏݐሻሺ1 െ ܿ݋ݏݐሻ݀ݐ ൌ 9 න ሺ1 െ 2ܿ݋ݏݐ ൅ ܿ݋ݏଶݐሻ
ଶగ
଴
݀ݐ ൌ 
ൌ 9 ൬
3
2
ݐ െ 2ݏ݅݊ݐ ൅
1
4
ݏ݅݊2ݐ൰ฬ
଴
ଶగ
ൌ 27ߨ  ሺодଶሻ. 
3) Випадок  полярної системи координат 
 Визначимо площу криволінійного сектора, тобто плоскої фігури, яка 
обмежена неперервною лінією ݎ ൌ ݎሺ߮ሻ і двома радіус – векторами ߮ ൌ ߙ і 
߮ ൌ ߚ (рис.4).  
 
 
Розіб’ємо криволінійній сектор ОАВ 
радіус – векторами ߮ ൌ ߙ ൌ ߮଴,  
߮ ൌ ߮ଵ, … , ߮ ൌ ߮௡  на п  частин 
довільним чином. Площу сектора ∆ ௜ܵ  
(݅ ൌ 1,2, … , ݊), що відповідає проміжку 
кутів ሾ߮௜ିଵ; ߮௜ሿ, визначимо як площу 
сектора круга з радіусом ݎሺ߮כሻ, де 
߮כ߳ሾ߮௜ିଵ; ߮௜ሿ, тобто   
∆ ௜ܵ ൌ
ଵ
ଶ
ݎଶሺ߮כሻ∆߮௜   ሺ∆߮௜ ൌ ߮௜ െ ߮௜ିଵሻ  
 
 
  Отже, формула площі криволінійного сектора має вигляд 
ܵ ൌ
1
2
න ݎଶሺ߮ሻ݀߮
ఉ
ఈ
. 
 
Приклад 4.  Обчислити площу фігури, яка обмежена лемніскатою 
Бернуллі ݎ ൌ 2ඥ2ܿ݋ݏ2߮ . 
Розв’язання. Якщо полярний кут змінюється від 0 до / 4π , то радіус – вектор 
описує область, площа якої дорівнює чверті шуканої площі. Отже, 
0ϕ α=  
1iϕ −  
iϕ
nϕ β=  
iϕ∗  
( )r r ϕ=  
p  
О 
Рис.4 
А 
В 
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ܵ ൌ 4 ·
1
2
න 8ܿ݋ݏ2߮
గ/ସ
଴
݀߮ ൌ 16 ·
1
2
ݏ݅݊2߮ฬ
଴
గ/ସ
ൌ 8 ሺодଶሻ. 
 
 
 
 
 
3.2. Обчислення довжини дуги плоскої  кривої 
1) Випадок прямокутних координат 
 Нехай в прямокутних координатах дана плоска крива АВ, рівняння якої 
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, де ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ (рис.5). 
    Під довжиною дуги кривої АВ 
розуміють границю, до якої прямує 
довжина ламаної, що вписана в цю 
дугу, коли довжина її найбільшої 
ланки прямує до нуля.  
    Нехай функція ( )y f x=  та її 
похідна неперервні на відрізку 
ሾܽ, ܾሿ. Тоді довжина дуги кривої 
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ дорівнює: 
݈ ൌ ׬ ඥ1 ൅ ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶ
௕
௔ ݀ݔ   0
x a= 1x   1ix − ix   nx
x  
y  
O  
( )y f x=  i
lΔ  
0M  
1M
iM  1iM −  
nM  
А 
В 
Рис.5 
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Приклад 5.  Обчислити довжину дуги кривої ݕ ൌ ݈݊ ቀହ௫
ଶ
ቁ,  якщо              
√3 ൑ ݔ ൑ √8. 
Розв’язання. Довжина дуги: 
݈ ൌ න ඥ1 ൅ ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶ
√଼
√ଷ
݀ݔ ൌ න ඨ1 ൅ ൬
2
5ݔ
·
5
2
൰
ଶ√
଼
√ଷ
݀ݔ ൌ න ඨ1 ൅ ൬
1
ݔ
൰
ଶ
√଼
√ଷ
݀ݔ ൌ 
ൌ න
√ݔଶ ൅ 1
ݔ
݀ݔ
√଼
√ଷ
ൌ
ተ
ተ
ݔ ൌ ݐ݃ݐ
݀ݔ ൌ
݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
ݐв ൌ ܽݎܿݐ݃√8
ݐн ൌ
ߨ
3
ተ
ተ
ൌ න
ܿ݋ݏݐ
ܿ݋ݏݐ · ݏ݅݊ݐ
௔௥௖௧௚√଼
గ
ଷ
·
݀ݐ
ܿ݋ݏଶݐ
ൌ 
ൌ න
ݏ݅݊ݐ݀ݐ
ݏ݅݊ଶݐܿ݋ݏଶݐ
௔௥௖௧௚√଼
గ
ଷ
ൌ න
݀ሺܿ݋ݏݐሻ݀ݐ
ሺܿ݋ݏଶݐ െ 1ሻܿ݋ݏଶݐ
௔௥௖௧௚√଼
గ
ଷ
ൌ 
ൌ න ൬
1
ܿ݋ݏଶݐ െ 1
െ
1
ܿ݋ݏଶݐ
൰
௔௥௖௧௚√଼
గ
ଷ
݀ሺܿ݋ݏݐሻ݀ݐ ൌ ൬
1
2
݈݊ ฬ
ܿ݋ݏݐ െ 1
ܿ݋ݏݐ ൅ 1
ฬ ൅
1
ܿ݋ݏݐ
൰ฬ
గ
ଷ
௔௥௖௧௚√଼
 
Звернемо увагу на те, що ܿ݋ݏݐ ൌ ଵ
ඥଵା௧௚మ௧
 , тобто 
cos ሺܽݎܿݐ݃√8ሻ ൌ
ଵ
ටଵା௧௚మሺ௔௥௖௧௚√଼ሻ
ൌ ଵ
ଷ
  ,  одержимо: 
݈ ൌ
1
2
݈݊ ቮ
1
3 െ 1
1
3 ൅ 1
ቮ ൅ 3 െ
1
2
݈݊ ቮ
1
2 െ 1
1
2 ൅ 1
ቮ െ 2 ൌ
1
2
݈݊
1
2
െ
1
2
݈݊
1
3
൅ 1 ൌ
1
2
݈݊
3
2
൅ 1 ሺод. ሻ. 
2) Випадок параметричного задання кривої 
 Якщо крива  задана параметричними рівняннями 
൜
ݔ ൌ ߮ሺݐሻ,
ݕ ൌ ߰ሺݐሻ,
   ݐ߳ሾߙ; ߚሿ, 
де  ݔሺݐሻ  і  ݕሺݐሻ – неперервні функції з неперервними похідними і  ߮ሺߙሻ ൌ ܽ,  
߮ሺߚሻ ൌ ܾ. Тоді довжина ݈ кривої АВ визначається за формулою 
݈ ൌ න ඥሺݔᇱሺݐሻሻଶ ൅ ሺݕᇱሺݐሻሻଶ
ఉ
ఈ
݀ݐ. 
Приклад 6. Обчислити длину дуги лінії  ݔ ൌ 3ܿ݋ݏݐ, ݕ ൌ 3ݏ݅݊ݐ, ݐ߳ሾ0; 2ߨሿ. 
Розв’язання.  ݔᇱ ൌ െ3ݏ݅݊ݐ, ݕᇱ ൌ 3ܿ݋ݏݐ, отже: 
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݈ ൌ න ඥ9ݏ݅݊ଶݐ ൅ 9ܿ݋ݏଶݐ
ଶగ
଴
݀ݐ ൌ 3 න ݀ݐ
ଶగ
଴
ൌ 3ݐ|଴ଶగ ൌ 6ߨ. 
3) Випадок полярної системи координат 
 Нехай крива АВ задана рівнянням ݎ ൌ ݎሺ߮ሻ у полярних координатах, де  
функції  ݎሺ߮ሻ   і ݎԢሺ߮ሻ  неперервні при  ߙ ൑ ߮ ൑ ߚ. Отже, формула довжини 
дуги кривої має вигляд: 
݈ ൌ න ඥݎଶ ൅ ሺݎԢሻଶ
ఉ
ఈ
݀߮. 
Приклад 7. Знайти довжину дуги кардіоїдиݎ ൌ ܽሺܿ݋ݏ߮ ൅ 1ሻ, ߮߳ሾ0, 2ߨሿ. 
Розв’язання.  За формулою довжини дуги кривої у полярній системі 
координат маємо: 
݈ ൌ න ඥݎଶ ൅ ሺݎԢሻଶ
ଶగ
଴
 ݀߮ ൌ න ට൫ܽሺܿ݋ݏ߮ ൅ 1ሻ൯
ଶ
൅ ሺܽሺെݏ݅݊߮ሻሻଶ ݀߮ ൌ
ଶగ
଴
 
ൌ ܽ න ඥ2 ൅ 2ܿ݋ݏ߮ ݀߮ ൌ ܽ න ට2 · 2ܿ݋ݏଶ
߮
2
 ݀߮
ଶగ
଴
ଶగ
଴
ൌ 2ܽ න ܿ݋ݏ
ଶగ
଴
߮
2
 ݀߮ ൌ
ൌ 4ܽ ݏ݅݊
߮
2
ฬ
2ߨ
0
ൌ 8ܽ. 
 
РОЗДІЛ 4. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ  
Функція однієї незалежної змінної не охоплює всі залежності, які є в природі. 
Тому вводять поняття функції декількох змінних. 
Більшу увагу будемо приділяти функції двох змінних, бо всі важливі факти 
теорії функцій декількох змінних можна проілюструвати  на прикладі  функції двох 
змінних. Крім того, для функцій двох змінних можна надати наглядну геометричну  
інтерпретацію. 
4.1.    Область визначення функції двох змінних 
Зміна ݖ називається функцією двох незалежних змінних ݔ і ݕ, визначеною  на 
множині  D, якщо кожній парі чисел (ݔ, ݕ) א D за певним законом ставиться у 
відповідність одне і тільки одне значення змінної z  і позначають:    ݖ = ƒ( ݔ, ݕ). 
Множина впорядкованих пар чисел (ݔ, ݕ), для яких функція ݖ визначена, 
називається областю визначення функції. 
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  Приклад 1. Побудувати область визначення функцій: 
 ܽሻ  ݖ ൌ ඥ1 െ ݔଶ െ ݕଶ; 
бሻ ݖ ൌ lnሺݔଶ െ ݕଶ െ ܴଶሻ , ܴ ൐ 0; 
 Розв’язання: а) добування квадратного кореня можливе за умовою: 1 െ
ݔ2െݕ2൒0 ; маємо ݔ2൅ݕ2൒1 – це замкнений  круг, радіус якого дорівнює 1 з 
центром в початку координат (0,0). 
                 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.1 
Область визначення функції зображена на рис.1. 
б) за властивістю логарифмічної функції маємо: 
 ݔଶ െ ݕଶ െ ܴଶ ൐ 0,      ݔଶ െ ݕଶ ൐ ܴଶ ,    ௫
మ
ோమ
െ ௬
మ
ோమ
൐ 1. 
Відомо, що ௫
మ
ோమ
െ ௬
మ
ோమ
ൌ 1 െ це рівняння гіперболи. У даному випадку 
піввісі гіперболи:  a = R,  b = R. Асимптоти   гіперболи  ݕ ൌ േݔ. 
 
                         Рис.2 
1
 ‐1 
‐1 
y
1
x
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Таким чином область визначення внутрішня частина гіперболи (це 
заштрихована частина площини на рис.2). 
 
4.2.   Похідні і диференціали функції двох змінних 
Нехай задана функція ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ, визначена і неперервна в деякій області 
D. Вважаємо, що точки з координатами ሺݔ, ݕሻ, ሺݔ ൅ ∆ݔ, ݕሻ, ሺݔ, ݕ ൅ ∆ݕሻ,  ሺݔ ൅
∆ݔ, ݕ ൅ ∆ݕሻ, де ∆ݔ і ∆ݕ – приріст аргументів, теж належать області D. 
Частинними приростами функції ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ по незалежним змінним ݔ і ݕ 
називають:                    ∆௫ݖ ൌ ݂ሺݔ ൅ ∆ݔ, ݕሻ െ ݂ሺݔ, ݕሻ ;  
                                  ∆௬ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕ ൅ ∆ݕሻ െ ݂ሺݔ, ݕሻ.   
Повним приростом функції ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ називаєть:  
    ∆ݖ ൌ ݂ሺݔ ൅ ∆ݔ, ݕ ൅ ∆ݕሻ െ ݂ሺݔ, ݕሻ .   
Частинними похідними функції ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ  по змінним    ݔ і ݕ називають 
границі відношення частинних приростів  ∆௫ݖ та ∆௬ݖ  до приросту відповідної 
змінної при умові, що остання прямує до нуля: 
ݖ௫ᇱ ൌ lim∆௫՜଴
∆௫ݖ
∆ݔ
;  ݖ௬ᇱ ൌ lim∆௬՜଴
∆௬ݖ
∆ݕ
 . 
Прийнятні ще такі позначення частинних похідних:   ݖ௫ᇱ ,
డ௭
డ௫
, డ௙
డ௫
, ݖ௬ᇱ ,
డ௭
డ௬
, డ௙
డ௬
. 
Частинна похідна є звичайною похідною, припускаючи, що змінюється 
одна змінна, по якій йде диференціювання, а інша змінна залишається сталою. 
Приклад 2. Знайти частинні похідні функцій: 
аሻ ݖ ൌ ݔ௟௚௬, бሻ ݖ ൌ 3ݔଶݕ ൅ 6ݕ െ ݔଽ. 
Розв’язання: а) при знаходженні частинної похідної по змінній 
ݔ вважаємо  ݕ постійною і навпаки, при знаходженні частинної похідної по 
змінній ݕ вважаємо ݔ постійною: 
  аሻ 
߲ݖ
߲ݔ
ൌ ݈݃ݕ · ݔ௟௚௬ିଵ; ሺдиференціюємо як степеневу функціюሻ; 
߲ݖ
߲ݕ
ൌ ݔ௟௚௬ · ݈݊ݔ ·
1
ݔ · ݈݊10
;  ሺдиференціюємо як показникову функціюሻ. 
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    бሻ 
߲ݖ
߲ݔ
ൌ 6ݔݕ െ 9ݔ଼;   
߲ݖ
߲ݕ
ൌ 3ݔଶ ൅ 6. 
Повний диференціал функції має вигляд:             
݀ݖ ൌ ݀௫ݖ ൅ ݀௬ݖ ൌ
߲ݖ
߲ݔ
݀ݔ ൅
߲ݖ
߲ݕ
݀ݕ. 
Приклад 3. Знайти частинні похідні, частинні диференціали та повний 
диференціал функції: 
ݖ ൌ ܿ݋ݏ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ. 
Розв’язання. Частинні похідні знаходимо від складної функції: 
߲ݖ
߲ݔ
ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݔሺݔଷ ൅ ݕଷሻ െ 3ݔଶ · ሺݔଶ ൅ ݕଶሻ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
ൌ
ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݔݕଷ െ ݔସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
; 
߲ݖ
߲ݕ
ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݕሺݔଷ ൅ ݕଷሻ െ 3ݕଶሺݔଶ ൅ ݕଶሻ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
ൌ 
ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݔଷݕ െ ݕସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
. 
Частинні диференціали функції: 
݀௫ݖ ൌ
߲ݖ
߲ݔ
݀ݔ ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݔݕଷ െ ݔସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
· ݀ݔ; 
݀௬ݖ ൌ
߲ݖ
߲ݕ
݀ݕ ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ ·
2ݔଷݕ െ ݕସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
· ݀ݕ. 
Повний диференціал функції: 
݀ݖ ൌ െݏ݅݊ ቆ
ݔଶ ൅ ݕଶ
ݔଷ ൅ ݕଷ
ቇ · ቆ
2ݔݕଷ െ ݔସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
· ݀ݔ ൅
2ݔଷݕ െ ݕସ െ 3ݔଶݕଶ
ሺݔଷ ൅ ݕଷሻଶ
· ݀ݕቇ. 
Приклад 4. Знайти повний диференціал функції    
ܷሺݔ, ݕ, ݖሻ ൌ
ݔ
ඥݕଶ ൅ ݖଶ
. 
Розв’язання. Маємо функцію трьох змінних. При диференціюванні по 
одній змінній дві другі змінні вважаємо сталими величинами. Отже: 
43 
 
߲ܷ
߲ݔ
ൌ
1
ඥݕଶ ൅ ݖଶ
;  
߲ܷ
߲ݕ
ൌ
െݔ
൫ඥݕଶ ൅ ݖଶ൯
ଶ ·
1
2ඥݕଶ ൅ ݖଶ
· 2ݕ ൌ
െݔݕ
ሺݕଶ ൅ ݖଶሻ
ଷ
ଶൗ
; 
߲ܷ
߲ݖ
ൌ
െݔ
൫ඥݕଶ ൅ ݖଶ൯
ଶ ·
1
2ඥݕଶ ൅ ݖଶ
· 2ݖ ൌ
െݔݖ
ሺݕଶ ൅ ݖଶሻ
ଷ
ଶൗ
. 
Повний диференціал: 
݀ݖ ൌ
݀ݔ
ඥݕଶ ൅ ݖଶ
െ
ݔሺݕ݀ݕ ൅ ݖ݀ݖሻ
ሺݕଶ ൅ ݖଶሻ
ଷ
ଶൗ
. 
 
Приклад 5. Обчислити значення частинних похідних від даної функції у 
заданій точці М0ሺ2,1,1ሻ. 
ܷ ൌ  ƒሺݔ, ݕ , ݖሻ ൌ  ܽݎܿܿݐ݃ ݔݖ
ݕଶ
. 
Розв’язання. Тут ܷ ൌ ݂ሺݔ, ݕ, ݖሻ. Отже: 
߲ܷ
߲ݔ
ൌ
െ1
1 ൅ ݔ
ଶݖଶ
ݕସ
·
ݖ
ݕଶ
ൌ
െݕସݖ
ሺݕସ ൅ ݔଶݖଶሻݕଶ
ൌ
െݕଶݖ
ݕସ ൅ ݔଶݖଶ
;           ௫݂ᇱሺܯ଴ሻ ൌ
െ1
5
. 
           
߲ܷ
߲ݕ
ൌ
െ1
1 ൅ ݔ
ଶݖଶ
ݕସ
·
ሺെݔݖሻ
ݕସ
· 2ݕ ൌ
2ݔݕݖ
ݕସ ൅ ݔଶݖଶ
;                                 ௬݂ᇱሺܯ଴ሻ ൌ
4
5
. 
  
߲ܷ
߲ݖ
ൌ
െ1
1 ൅ ݔ
ଶݖଶ
ݕସ
·
ݔ
ݕଶ
ൌ
െݔݕସ
ሺݕସ ൅ ݔଶݖଶሻݕଶ
ൌ
െݔݕଶ
ݕସ ൅ ݔଶݖଶ
;                ௭݂ᇱሺܯ଴ሻ ൌ
െ2
5
. 
 
4.3. Диференціювання складної  та неявної функцій  
4.3.1.  Випадок однієї незалежної змінної 
Нехай z = ƒ(x, y) – диференційована функція двох змінних  ݔ, ݕ  D, і 
аргументи ݔ, ݕ є диференційованими функціями деякої змінної t: 
൜
ݔ ൌ ߮ሺݐሻ,
ݕ ൌ ߰ሺݐሻ.
    
Тоді ݖ ൌ ݂൫ݔሺݐሻ, ݕሺݐሻ൯ ൌ ߮ሺݐሻ – функція однієї змінної. 
Похідна дорівнює: 
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ݖᇱ ൌ
݀ݖ
݀ݐ
ൌ
݀߮
݀ݐ
ൌ
߲߮
߲ݔ
·
߲ݔ
߲ݐ
൅
߲߮
߲ݕ
·
߲ݕ
߲ݐ
. 
Приклад 6. Знайти похідну функції  ݖ ൌ ݁௫మା௬మ , якщо x = acost;  
y= a . 
Розв’язання.  Підставимо в функцію значення ݔ, ݕ: 
ݖ ൌ ݁௔
మ௖௢௦మ௧ା௔మ௦௜௡మ௧ ൌ ݁௔
మሺ௖௢௦మ௧ା௦௜௡మ௧ሻ ൌ ݁௔
మ
, 
ݖᇱ ൌ
݀ݖ
݀ݐ
ൌ ൫݁௔
మ
൯
௧
ᇱ
ൌ 0. 
Приклад 7. Знайти ௗ௭
ௗ௧
 , якщо ݖ ൌ ݔହ ൅ 2ݔݕ െ ݕଷ і, де: 
     ݔ ൌ ܿ݋ݏ2ݐ;   ݕ ൌ ܽݎܿݐ݃ ݐ. 
Розв’язання. Безпосередня підстановка значень ݔ, ݕ в функцію спрощення 
не дає, тому: 
݀ݖ
݀ݔ
ൌ 5ݔସ ൅ 2ݕ;      
݀ݖ
݀ݕ
ൌ 2ݔ െ 3ݕଶ;  
߲ݔ
߲ݐ
ൌ െ2ܿ݋ݏ2ݐ;       
߲ݕ
߲ݐ
ൌ
1
1 ൅ ݐଶ
. 
Маємо: 
݀ݖ
݀ݐ
ൌ ሺ5ݔସ ൅ 2ݕሻ · ሺെ2ܿ݋ݏ2ݐሻ ൅ ሺ2ݔ െ 3ݕଶሻ
1
1 ൅ ݐଶ
. 
Підставимо замість ݔ та ݕ відомі вирази, отримаємо: 
݀ݖ
݀ݐ
ൌ ሺ5ሺܿ݋ݏ2ݐሻସ ൅ 2ܽݎܿݐ݃ ݐሻ · ሺെ2ܿ݋ݏ2ݐሻ ൅ ሺ2ܿ݋ݏ2ݐ െ 3ሺܽݎܿݐ݃ ݐሻଶሻ
1
1 ൅ ݐଶ
. 
 
4.3.2.  Диференціал складної функції 
Нехай z = ƒ(x, y) - складна функція,  де ݔ ൌ ݔሺܷ, ܸሻ, ݕ ൌ ݕሺܷ, ܸሻ. 
Диференціал складної функції можна одержати за формулами:  
݀ݖ ൌ
߲ݖ
߲ݔ
݀ݔ ൅
߲ݖ
߲ݕ
݀ݕ, де 
݀ݔ ൌ
߲ݔ
߲ܷ
ܷ݀ ൅
߲ݔ
߲ܸ
ܸ݀;   ݀ݕ ൌ
߲ݕ
߲ܷ
ܷ݀ ൅
߲ݕ
߲ܸ
ܸ݀. 
В результаті підстановки і перегрупування, одержуємо формулу: 
݀ݖ ൌ
߲ݖ
߲ܷ
ܷ݀ ൅
߲ݖ
߲ܸ
ܸ݀. 
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Приклад 8.  Знайти диференціал функції  
ݖ ൌ
ݔଶ
ݕ
, якщо  ݔ ൌ ܷ െ 2ܸ і ݕ ൌ 2ܷ ൅ ܸ. 
Розв’язання. Обчислимо всі частинні похідні та диференціали по 
відповідним змінним:  
߲ݖ
߲ݔ
ൌ
2ݔ
ݕ
;  
߲ݖ
߲ݕ
ൌ
െݔଶ
ݕଶ
;  
߲ݔ
߲ܷ
ൌ 1;  
߲ݔ
߲ܸ
ൌ െ2;  
߲ݕ
߲ܷ
ൌ 2;  
߲ݕ
߲ܸ
ൌ 1; 
݀ݔ ൌ
߲ݔ
߲ܷ
ܷ݀ ൅
߲ݔ
߲ܸ
ܸ݀;   ݀ݔ ൌ ܷ݀ െ 2ܸ݀; 
݀ݕ ൌ
߲ݕ
߲ܷ
ܷ݀ ൅
߲ݕ
߲ܸ
ܸ݀;   ݀ݕ ൌ 2ܷ݀ ൅ ܸ݀. 
Отже,  диференціал даної функції матиме вигляд: 
݀ݖ ൌ
2ݔ
ݕ
ሺܷ݀ െ 2ܸ݀ሻ െ
ݔଶ
ݕଶ
ሺ2ܷ݀ ൅ ܸ݀ሻ ൌ ቆ
2ݔ
ݕ
െ
2ݔଶ
ݕଶ
ቇ ܷ݀ െ 
െ ቆ
4ݔ
ݕ
൅
ݔଶ
ݕଶ
ቇ ܸ݀ ൌ
ݔ
ݕ
൤2 ൬1 െ
ݔ
ݕ
൰ ܷ݀ െ ൬4 ൅
ݔ
ݕ
൰ ܸ݀൨ ൌ 
 Переходимо до змінних ܷ, ܸ:  
݀ݖ ൌ
ܷ െ 2ܸ
2ܷ ൅ ܸ
൤2 ൬1 െ
ܷ െ 2ܸ
2ܷ ൅ ܸ
൰ ܷ݀ െ ൬4 ൅
ܷ െ 2ܸ
2ܷ ൅ ܸ
൰ ܸ݀൨ ൌ 
ൌ
ܷ െ 2ܸ
ሺ2ܷ ൅ ܸሻଶ
ሾ2ሺܷ ൅ 3ܸሻܷ݀ െ ሺ9ܷ ൅ 2ܸሻܸ݀ሿ. 
 
 
4.4.   Частинні похідні та диференціали вищих порядків 
Досі    ми    розглядали   частинні   похідні   першого   порядку   функції   
 z = ƒ (x, y). Їх можна розглядати як нові функції від  x, y  і вони теж можуть 
мати частинні похідні, які називаються частинними похідними другого порядку 
і позначають так: 
߲
߲ݔ
൬
߲ݖ
߲ݔ
൰ ൌ
߲ଶݖ
߲ݔଶ
ൌ ௫݂௫ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻ;             
߲
߲ݔ
൬
߲ݖ
߲ݕ
൰ ൌ
߲ଶݖ
߲ݕ߲ݔ
ൌ ௬݂௫ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻ; 
߲
߲ݕ
൬
߲ݖ
߲ݔ
൰ ൌ
߲ଶݖ
߲ݔ߲ݕ
ൌ ௫݂௬ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻ;       
߲
߲ݕ
 ൬
߲ݖ
߲ݕ
൰ ൌ
߲ଶݖ
߲ݕଶ
ൌ ௬݂௬ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻ. 
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Аналогічно визначають частинні похідні 3-го, 4-го і більш високого 
порядку  порядку. 
Частинні похідні другого  або більш високого порядку, знайдені за різними 
змінними називаються мішаними. Такими є, наприклад,  డ
మ௭
డ௫డ௬
, డ
మ௭
డ௬డ௫
  ௫݂௬ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻ. 
 
Приклад 9. Знайти частинні похідні другого порядку функції  
ݖ ൌ ݔସ െ 2ݔଶݕଷ ൅ ݕହ ൅ 8. 
Розв’язання. 
߲ݖ
߲ݔ
ൌ 4ݔଷ െ 4ݔݕଷ;   
߲ݖ
߲ݕ
ൌ െ6ݔଶݕଶ ൅ 5ݕସ; 
߲ଶݖ
߲ݔଶ
ൌ 12ݔଶ െ 4ݕଷ;   
߲ଶݖ
߲ݕଶ
ൌ െ12ݔଶݕ ൅ 20ݕଷ; 
߲ଶݖ
߲ݔ߲ݕ
ൌ െ12ݔݕଶ;   
߲ଶݖ
߲ݕ߲ݔ
ൌ െ12ݔݕଶ. 
  Як виявилось  
߲ଶݖ
߲ݔ߲ݕ
ൌ
߲ଶݖ
߲ݕ߲ݔ
ൌ െ12ݔݕଶ. 
Це не випадково. За теоремою Шварца, якщо частинні похідні вищого 
порядку неперервні, то мішані  похідні одного порядку, які відрізняються лише 
порядком диференціювання, рівні між собою. 
Приклад 10.  Довести, що функція  ݖ ൌ ݈݊ඥሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ 
задовольняє рівнянню Лапласа: 
߲ଶݖ
߲ݔଶ
൅
߲ଶݖ
߲ݕଶ
ൌ 0. 
Розв’язання.  Обчислимо перші і другі частинні похідні: 
 
߲ݖ
߲ݔ
ൌ
1
ඥሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
·
1 · 2ሺݔ െ ݔ଴ሻ
2ඥሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
ൌ
ൌ
ݔ െ ݔ଴
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
; 
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߲ଶݖ
߲ݔଶ
ൌ
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ െ ሺݔ െ ݔ଴ሻ · 2ሺݔ െ ݔ଴ሻ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
ൌ
ൌ
ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ െ ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
;  
߲ݖ
߲ݕ
ൌ
1
ඥሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
·
1 · 2ሺݕ െ ݕ଴ሻ
2ඥሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
ൌ
ൌ
ݕ െ ݕ଴
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
; 
߲ଶݖ
߲ݕଶ
ൌ
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ െ ሺݕ െ ݕ଴ሻ · 2ሺݕ െ ݕ଴ሻ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
ൌ
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ െ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
. 
Підставимо отримані частинні похідні: 
  
߲ଶݖ
߲ݔଶ
൅
߲ଶݖ
߲ݕଶ
ൌ 0; 
ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ െ ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
൅
ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ െ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
ൌ 0; 
ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ െ ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ െ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ
ሺሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶሻଶ
ൌ 0; 
0 ൌ 0. 
Що і потрібно було довести. 
 
4.5.   Екстремуми функції двох змінних 
Поняття локального максимуму, мінімуму െ екстремумів функції  
ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ െ аналогічні поняттям що до  функції однієї змінної. 
Нехай ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ   визначена в області D . Точка ଴ܰሺݔ଴, ݕ଴ሻ א D. Точка 
଴ܰሺݔ଴, ݕ଴ሻ називається точкою локального максимуму функції ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ,   
якщо існує  ߝ  – окіл точки ሺݔ଴, ݕ଴ሻ, що для любої точки ሺݔ, ݕሻ,   яка задовольняє 
нерівність ሺݔ െ ݔ଴ሻଶ ൅ ሺݕ െ ݕ଴ሻଶ ൏  ߝ  ଶ та відмінна від ሺݔ଴, ݕ଴ሻ, виконується 
нерівність       ƒ( ݔ, ݕ) < ݂ሺݔ଴, ݕ଴ሻ.    
Аналогічно визначається точка локального мінімуму функції, але за тих 
же умов  виконується нерівність ƒ( ݔ, ݕ) ൐ ݂ሺݔ଴, ݕ଴ሻ.    
Максимум або  мінімум функції називають її екстремумом. 
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Відзначимо, що максимум і мінімум мають локальний (місцевий) 
характер. В області  D  функція може мати декілька екстремумів, або не мати їх 
взагалі. 
Необхідною умовою існування екстремуму функції є вимога, щоб вона 
була диференційована в точці ሺݔ଴, ݕ଴ሻ і її частинні похідні дорівнювали нулю: 
௫݂
ᇱሺݔ଴, ݕ଴ሻ ൌ 0 ;  ௬݂ᇱሺݔ଴, ݕ଴ሻ ൌ 0, що означає, що дотичні площини в точці 
(ݔ଴, ݕ଴ሻ  до поверхні паралельні площині Oxy . Точки, в яких виконуються 
вимоги ௫݂ᇱ ൌ 0,   ௬݂ᇱ ൌ 0  називаються стаціонарними.  
Достатньою умовою існування екстремуму функції є вимога, щоб в 
стаціонарній точці (ݔ଴, ݕ଴ሻ і її ߝ – околі вона мала неперервні частинні похідні 
до другого порядку включно. 
Нехай  А = ௫݂௫ᇱᇱ ሺݔ଴, ݕ଴ሻ;    В = ௫݂௬ᇱᇱ ሺݔ଴, ݕ଴ሻ;     С = ௬݂௬ᇱᇱ ሺݔ଴, ݕ଴ሻ;     
Обчислимо визначник  ∆ =ቚܣ ܤ
ܤ ܥ
ቚ ൌ ܣ ܥ െ ܤଶ, розглянемо наступні 
випадки: 
1)    ∆ > 0 – функція ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ   в точці (x଴, y଴)  має екстремум: 
а)  А > 0 – мінімум; 
б) А < 0 – максимум. 
2)    ∆ < 0 –функція ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ   в точці (x଴, y଴) екстремуму не має. 
3)    ∆  – в точці ሺݔ଴, ݕ଴ሻ може бути, а може і не бути екстремуму. 
Потрібні додаткові дослідження. 
Приклад 11.  Знайти екстремум функції   ݖ ൌ 3ݔଶݕ െ ݔଷ െ ݕସ . 
Розв’язання. 1. Область визначення функції:  ݔܴ߳, ݕܴ߳. 
Знаходимо стаціонарні точки (необхідна умова існування екстремуму) 
 ௫݂ᇱ ൌ 6ݔݕ െ 3ݔଶ;    ௬݂ᇱ ൌ 3ݔଶ െ 4ݕଷ. 
Виконаємо умову: ௫݂ᇱ ൌ 0,   ௬݂ᇱ ൌ 0. 
     ൜
6ݔݕ െ 3ݔଶ ൌ 0,
3ݔଶ െ 4ݕଷ ൌ 0.
   
Звідси одержуємо М1(6,3) ,   М2(0,0) – дві стаціонарні точки 
2.    Достатня умова існування екстремуму: 
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௫݂௫
ᇱᇱ ൌ 6ݕ െ 6ݔ ;     ௫݂௬ᇱᇱ ൌ 6ݔ  ;    ௬݂௬ᇱᇱ ൌ െ12ݕଶ . 
Знайдемо значення частинних похідних другого порядку в стаціонарних 
точках: М1(6,3) :    А = f୶୶ᇱᇱ =6· 3 െ 6 · 6 ൌ െ18;   В = ௫݂௬ᇱᇱ ൌ 6 · 6 ൌ 36;   
 С = ௬݂௬ᇱᇱ ൌ െ12 · 9 ൌ െ108.  
∆  АС – ܤଶ ൌ െ18 · ሺെ108ሻ െ 36ଶ ൌ 20, ∆ > 0;    А < 0 ⇒ М1(6,3)  – точка 
максимуму 
ݖ௠௔௫ (6,3) = 3 ⋅ 36 ⋅ 3 – 63 – 34 = 27 
Аналогічно в точці  М2(0,0) : А = 0 ;    В = 0 ;   С = 0. Отже ∆  0. 
Проведемо додаткові дослідження: 
а) ݖሺ0,0ሻ= 0. 
б) якщо   x=0, то функція набуває вигляду: z=െݕସ; ݖ ൏ 0, коли ݕ ߳ ܴ;  
якщо y=0 , то функція набуває вигляду:  z=െݔଷ; ݖ ൐ 0, коли ݔ ൏ 0 та 
 ݖ ൏ 0, коли ݔ ൐ 0. Тобто в  ߝ  – околі  точки (0,0) функція приймає значення 
різних знаків. 
Отже в точці М2(0,0) екстремуму немає. 
 
4.6.   Найбільше і найменше значення функції в замкненій області. 
Нехай функція ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ  визначена і неперервна в обмеженій замкненій 
області ܦഥ. Тоді вона досягає в цій області найбільшого М  і найменшого m 
значень (так званий глобальний екстремум). Ці точки розташовані всередині 
області, або на її межі. 
Знаходження найбільшого та  найменшого значень функції ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ , 
ሺݔ, ݕሻ    ܦഥ  полягає у наступних діях: 
1. Знаходження всіх критичних точок, які належать внутрішній частині 
області  ܦഥ і обчислення значень функції в цих точках; 
2. Знаходження всіх критичних точок, які належать межі області ܦഥ і 
обчислення значень функції в цих точках; 
 3. Порівняння всіх знайдених значень функції з метою вибору 
найбільшого та найменшого значень функції. 
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Приклад 12.  Знайти найбільше та найменше значення функції 
ݖ ൌ െ10ݔݕଶ ൅ ݔଶ ൅ 10ݔ ൅ 1 в замкненій області  ܦഥ: |௫|
଻
൅
|௬|
ଶ
൑ 1. 
Розв’язання.  Область визначення функції:  ݔܴ߳, ݕܴ߳. 
1. Досліджуємо функцію на локальний екстремум всередині області  ܦഥ. 
ቊ ௫݂
ᇱ ൌ െ10ݕଶ ൅ 2ݔ ൅ 10
  ௬݂ᇱ ൌ െ20ݔݕ
;  ൜െ10ݕ
ଶ ൅ 2ݔ ൅ 10 ൌ 0
െ20ݔݕ ൌ 0
. 
Одержали точки: М1(0,1) , М2(0,–1), М3(–5,0), які всі належать  області  ܦഥ. 
Обчислимо: z1(0,1)=1;  z2(0,–1)=1, z3(–5,0)=െ24. 
2.   Досліджуємо функцію на межі області  ܦഥ: 
|ݔ|
7
൅
|ݕ|
2
ൌ 1. 
Межа – це ромб ABCD (рис.7). 
 
Рис.7. 
Обчислимо значення функції у вершинах ромба: 
z4(А) = –10 ⋅ 7 ⋅ 0 + 72 + 10 ⋅ 7 + 1 = 120; 
z5(В) = –10 ⋅ 0 ⋅ 22  + 0 + 10 ⋅ 2 + 1 = 1; 
z6(С) = z(–7,0) = –10 ⋅ (–7) ⋅ 0 +  – 10 ⋅ 7 + 1 = –20; 
ݖ଻(D) = z(0,–2) = –10 ⋅ 0 ⋅ (–2)2  + 0 + 0 + 1 = 1. 
z(В) = z(D) ,тобто симетрія відносно осі Ox. Отже, достатньо дослідити  
∆ ABC: рівняння AB  
ݔ െ 7
0 െ 7
ൌ
ݕ െ 0
2 െ 0
;  
ݔ െ 7
െ7
ൌ
ݕ
2
; െ7ݕ ൌ 2ݔ െ 14;   ݕ ൌ െ
2
7
ݔ ൅ 2, ݔ א ሾ0,7ሿ; 
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Функція: ݖ ൌ െ10ݔ · ቀെ ଶ
଻
ݔ ൅ 2ቁ
ଶ
൅ ݔଶ ൅ 10ݔ ൅ 1; 
ݖ ൌ െ
40
49
ݔଷ ൅
87
7
ݔଶ െ 30ݔ ൅ 1. 
ݖ௫ᇱ ൌ െ
120
49
ݔଶ ൅
174
7
ݔ െ 30. 
ݖ௫ᇱ ൌ 0;   െ
120
49
ݔଶ ൅
174
7
ݔ െ 30 ൌ 0;  ݔଵ ൌ
7
5
א ሾ0,7ሿ;   ݕ ൌ
8
5
. 
ݔଶ ൌ
35
4
א ሾ0,7ሿ;   ݕଶ ൌ െ
1
2
. 
Z8ቀ
଻
ହ
, ଼
ହ
ቁ  ൌ – 10 ·   
Рівняння BС : 
ݔ ൅ 7
0 ൅ 7
ൌ
ݕ െ 0
2 െ 0
;   
ݔ ൅ 7
7
ൌ
ݕ
2
;   ݕ ൌ
2
7
ݔ ൅ 2,   ݔ߳ሾെ7; 0ሿ; 
Функція:       ݖ ൌ െ10ݔ · ቀଶ
଻
ݔ ൅ 2ቁ
ଶ
൅ ݔଶ ൅ 10ݔ ൅ 1; 
ݖ ൌ െ
40
49
ݔଷ ൅
73
7
ݔଶ െ 30ݔ ൅ 1. 
ݖ௫ᇱ ൌ െ
120
49
ݔଶ ൅
146
7
ݔ െ 30 ൌ 0; െ120ݔଶ ൅ 1022ݔ െ 1470 ൌ 0; 
60ݔଶ െ 511ݔ ൅ 735 ൌ 0; 
ݔଵ ൌ െ
11
6
;   ݕ ൌ
3
2
;  ܯସ ൬െ
11
6
;
3
2
൰ ; ݖଽሺܯସሻ ൌ െ25,9. 
ݔଶ ൌ െ6,65;  ݕଶ ൌ 0,1;  ܯହሺെ6,65; 0,1ሻ; ݖଵ଴ሺܯହሻ ൌ െ22,9. 
Порівняємо z1 , z2 , z3 , z4 , z5 , z6 , z7 , z8 , z9, z10  
Найбільше значення функція приймає в точці А(7,0); ݉ܽݔሺ௫,௬ሻఢ஽ഥݖሺܣሻ ൌ 120.   
Найменше значення – в точці М4 ;  ݉݅݊ሺ௫,௬ሻఢ஽ഥݖሺܯସሻ ൌ െ25,9. 
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РОЗДІЛ 5. ДИФЕРЕНЦІЙНІ РІВНЯННЯ 
 Диференційним рівнянням називається рівняння, яке  містить незалежну 
змінну, невідому функцію та її похідні (або її диференціали). 
  Порядком диференційного рівняння називається найвищий порядок 
похідної,  яка входить у рівняння. Якщо шукана функція залежить від однієї 
змінної, то диференційне рівняння звичайне. Загальний вигляд такого рівняння 
n – го порядку 
                                              ݂൫ݔ, ݕ, ݕᇱ, … , ݕሺ௡ሻ൯ ൌ 0.                                                    ሺ1ሻ     
 5.1. Диференційні рівняння першого порядку 
 Звичайне диференційне рівняння першого порядку має вигляд 
                                                    ݂ሺݔ, ݕ, ݕᇱሻ ൌ 0,                                                            ሺ2ሻ 
а якщо вдається знайти рішення відносно похідної, то воно має такий вид 
                                                       ݕᇱ ൌ ܨሺݔ, ݕሻ.                                                                ሺ3ሻ   
 Задача полягає у знаходженні невідомої функції, а процес визначення цієї 
функції називається розв’язанням, або інтегруванням диференційного рівняння. 
 Розв’язком, або інтегралом диференційного рівняння (3) називається 
будь-яка диференційована на деякому інтервалі ݔ ߳ ሺܽ, ܾሻ  функція ݕ ൌ ߮ሺݔሻ, 
яка задовольняє цьому рівняння, тобто така, що  після підстановки її у рівняння 
(3) воно перетворюється у тотожність:  
                                                         ߮ᇱሺݔሻ ൌ ܨሾݔ, ߮ሺݔሻሿ.  
 Загальним розв’язком диференційного рівняння (2) або (3) називаються 
відношення виду 
                                   Фሺݔ, ݕ, ܥሻ ൌ 0, або Фሺݔ, ݕሻ ൌ ܥ, де ܥ ൌ ܿ݋݊ݏݐ                   ሺ4ሻ 
 Частинним розв’язком диференційного рівняння (2) або (3) називається 
такий розв’язок, який одержуємо з загального розв’язку (4) при деякому 
значенні довільної сталої ܥ. Довільна стала ܥ визначається з початкових умов. 
Число довільних сталих повинно відповідати порядку диференційного 
рівняння. 
 Задача  пошуку розв’язку рівняння (2) або (3), що задовольняє 
початковим   умовам    ݕ ൌ ݕ଴   при ݔ ൌ ݔ଴ називається задачею Коші. 
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 Розглянемо деякі типи диференціальних рівнянь першого порядку. 
5.1.1. Рівняння з відокремлюваними змінними 
Це найпростіший тип диференційних рівнянь першого порядку, але  дуже 
важливий. 
 Нехай маємо диференційне рівняння першого порядку   ܨሺݔ, ݕ, ݕᇱሻ ൌ 0, 
яке після розв’язання його відносно похідної ݕᇱ набуває виду 
 ݂ሺݔ, ݕሻ ൅ ߮ሺݔ, ݕሻݕᇱ ൌ 0 
Згадаємо, що ݕᇱ ൌ ௗ௬
ௗ௫
 , тому це рівняння можна записати у вигляді: 
      ݂ሺݔ, ݕሻ݀ݔ ൅ ߮ሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ 0. 
  Якщо      ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ,   а  ߮ሺݔ, ݕሻ ൌ ߮ଵሺݔሻ߮ଶሺݕሻ, то маємо 
                                   ଵ݂ሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ݀ݔ ൅ ߮ଵሺݔሻ߮ଶሺݕሻ݀ݕ ൌ 0.                           ሺ5ሻ              
 Рівняння (5) називається диференційним рівнянням з відокремлюваними 
змінними.  
 Відокремлення змінних виконується шляхом ділення рівняння (5) на 
добуток ߮ଵሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ ് 0. Рівняння (5)приймає вигляд: 
                                   ଵ݂
ሺݔሻ
߮ଵሺݔሻ
݀ݔ ൅
߮ଶሺݕሻ
ଶ݂ሺݕሻ
݀ݕ ൌ 0,                                   ሺ6ሻ   
а його загальний інтеграл записується так: 
                                 න ଵ݂
ሺݔሻ
߮ଵሺݔሻ
݀ݔ ൅ න
߮ଶሺݕሻ
ଶ݂ሺݕሻ
݀ݕ ൌ ܥ.                                
 Слід розглядати випадок, коли рішення рівняння ߮ଵሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ ൌ 0 не 
належить до загального розв’язку. Ці рішення називаються особливими. 
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння 
   ݔݕݕᇱ ൌ 1 െ ݔଶ 
Розв’язок.    Представимо   ݕᇱ як    ݕᇱ ൌ ௗ௬
ௗ௫
. 
  Маємо:      ݔݕ ௗ௬
ௗ௫
ൌ 1 െ ݔଶ,      ݔݕ ௗ௬
ௗ௫
െ ሺ1 െ ݔଶሻ ൌ 0 
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Приведемо рівняння до виду (6). Для цього помножимо рівняння на дріб  
ௗ௫
௫
, де ݔ ് 0 та отримаємо  
ݕ݀ݕ െ
1 െ ݔଶ
ݔ
݀ݔ ൌ 0. 
Запишемо загальний інтеграл: න ݕ݀ݕ െ න
1 െ ݔଶ
ݔ
݀ݔ ൌ ܥ.            
Маємо: 
ݕଶ
2
െ ln ݔ ൅
ݔଶ
2
ൌ ܥ  або   ݕଶ ൅ ݔଶ െ ln ݔଶ ൌ 2С െ  загальний розвԢязок  
диференційного рівняння. Зауважимо, що цей розв’язок має сенс, коли ݔ ൐ 0. 
Приклад 2.Знайти загальний розв’язок рівняння 
  ඥ1 െ ݕଶ݀ݔ ൅ ݕඥ1 െ ݔଶ݀ݕ ൌ 0 
Розв’язок. Приведемо рівняння до виду (6). Поділимо його на 
√1 െ ݔଶඥ1 െ ݕଶ ് 0. Отримаємо: 
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
൅
ݕ݀ݕ
ඥ1 െ ݕଶ
ൌ 0. 
Запишемо загальний інтеграл: 
න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
൅ න
ݕ݀ݕ
ඥ1 െ ݕଶ
ൌ С. 
Після виконання інтегрування загальний розв’язок диференційного 
рівняння має вид: 
ܽݎܿݏ݅݊ݔ െ ඥ1 െ ݕଶ ൌ ܥ  або  ඥ1 െ ݕଶ ൌ ܽݎܿݏ݅݊ݔ ൅ ܥ. 
 
5.1.2. Однорідні диференційні рівняння першого порядку 
 Якщо рівняння виду  ݕᇱ ൌ ܨሺݔ, ݕሻ або ܲሺݔ, ݕሻ݀ݔ ൅ ܳሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ 0 не 
змінюються при заміні ݔ на ݇ݔ, ݕ на ݇ݕ і відповідно ݀ݔ на ݇݀ݕ, а ݀ݕ на ݇݀ݕ, 
ݕᇱна ݕԢ то вони називаються однорідними. Для рішення використовують 
підстановку:   
                                                         ݕ ൌ ܷ · ݔ                                                             ሺ7ሻ 
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де ܷሺݔሻ – нова функція, яка перетворює однорідне рівняння в рівняння з 
відокремлюваними змінними. Диференціюємо підстановку: 
                                                    ݕᇱ ൌ ܷᇱݔ ൅ ܷ,                                                     ሺ8ሻ 
 Після того, як нове рівняння буде проінтегроване, необхідно ܷ замінити на  ௬
௫
. 
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння 
  ݔݕᇱ െ ݕ ൌ ඥݔଶ ൅ ݕଶ . 
Розв’язок.  Спочатку зробимо перевірку на однорідність. Зробимо заміну 
ݔ на ݇ݔ, ݕ на ݇ݕ, а  ݕᇱ ൌ ௗ௬
ௗ௫
ൌ ௞ௗ௬
௞ௗ௫
ൌ ݕᇱ, маємо: 
݇ݔݕᇱ െ ݇ݕ ൌ ඥ݇ଶݔଶ ൅ ݇ଶݕଶ; 
݇ሺݔݕᇱ െ ݕሻ ൌ ඥ݇ଶሺݔଶ ൅ ݕଶሻ; 
݇ሺݔݕᇱ െ ݕሻ ൌ ݇ඥݔଶ ൅ ݕଶ. 
Після ділення обох частин рівняння на ݇ ми отримаємо початкове 
рівняння, саме це і вказує, що дане рівняння – однорідне, тому використаємо 
наведену вище підстановку (7) та її похідну (8) і отримуємо рівняння: 
ݔሺܷᇱݔ ൅ ܷሻ െ ܷݔ ൌ ඥݔଶ ൅ ݔଶܷଶ; 
ݔሺܷᇱݔ ൅ ܷ െ ܷሻ ൌ ݔඥ1 ൅ ܷଶ, 
розділимо обидві частини рівняння на ݔ ് 0, маємо:   ܷᇱݔ ൌ √1 ൅ ܷଶ -  це 
рівняння з відокремлюваними змінними; оскільки  ܷᇱ ൌ  ௗ௎
ௗ௫
, то отримаємо 
рівняння виду: 
ܷ݀
݀ݔ
ݔ ൌ ඥ1 ൅ ܷଶ;      ݔܷ݀ െ ඥ1 ൅ ܷଶ݀ݔ ൌ 0. 
Розділимо обидві частини рівняння на вираз  ݔ√1 ൅ ܷଶ ് 0 : 
ܷ݀
√1 ൅ ܷଶ
െ
݀ݔ
ݔ
ൌ 0. 
Інтегруючи обидві частини рівняння, отримуємо загальний інтеграл: 
න
ܷ݀
√1 ൅ ܷଶ
െ න
݀ݔ
ݔ
ൌ ܥ, ln ቚܷ ൅ ඥ1 ൅ ܷଶቚ െ ln ݔ ൌ ln ܥ. 
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Загальний розв’язок диференційного рівняння має вид: 
ܷ ൅ ඥ1 ൅ ܷଶ ൌ ܥݔ. 
 Так, як ܷ ൌ ௬
௫
, то маємо: ௬
௫
൅ ට1 ൅ ௬
మ
௫మ
ൌ ܥݔ. Після тотожних перетворень 
отримуємо загальний розв’язок:  ݕ ൅ ඥݔଶ ൅ ݕଶ ൌ ܥݔଶ . 
 Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рівняння 
 ሺݕଶ െ 3ݔଶሻ݀ݕ ൅ 2ݔݕ݀ݔ ൌ 0. 
 Розв’язок. Виконаємо перевірку на однорідність, використовуючи 
заміни: ݔ на ݇ݔ, ݕ на ݇ݕ і відповідно ݀ݔ на ݇݀ݕ, а ݀ݕ на ݇݀ݕ. Маємо: 
  ሺ݇૛ݕଶ െ 3݇ଶݔଶሻ݇݀ݕ ൅ 2݇ݔ݇ݕ݇݀ݔ ൌ 0, 
݇ଷሺݕଶ െ 3ݔଶሻ݀ݕ ൅ 2݇ଷݔݕ݀ݔ ൌ 0. 
Поділимо весь вираз на ݇ଷ і отримаємо початкове рівняння, отже це 
рівняння однорідне. Для використання підстановки необхідно розділити 
рівняння на ݀ݔ, в результаті отримаємо: 
ሺݕଶ െ 3ݔଶሻݕᇱ ൅ 2ݔݕ ൌ 0. 
Після відповідних підстановок матимемо: 
ሺܷଶݔଶ െ 3ݔଶሻሺܷᇱݔ ൅ ܷሻ ൅ 2ݔଶܷ ൌ 0, 
ܷᇱݔ ൅ ܷ ൌ
െ2ܷ
ܷଶ െ 3
;    ܷᇱݔ ൌ
െ2ܷ
ܷଶ െ 3
െ ܷ;   ܷᇱݔ ൌ
ܷ െ ܷଷ
ܷଶ െ 3
  . 
Заміною ܷᇱ ൌ ௗ௎
ௗ௫
,  отримали диференціальне рівняння з 
відокремлюваними змінними:  
ܷ݀
݀ݔ
ݔ ൌ
ܷ െ ܷଷ
ܷଶ െ 3
;    
ܷଶ െ 3
ܷ െ ܷଷ
ܷ݀ ൌ
݀ݔ
ݔ
;   න
ܷଶ െ 3
ܷ െ ܷଷ
ܷ݀ െ න
݀ݔ
ݔ
ൌ ܥ. 
 Виконавши інтегрування, маємо загальне рішення: 
െ3 ln ܷ ൅ lnሺ1 ൅ ܷሻ െ lnሺ1 െ ܷሻ ൌ ln ܥ ൅ ln ݔ. 
Використовуючи властивості логарифмічних функцій отримаємо: 
ܷ ൅ 1
ܷଷሺ1 െ ܷሻ
ൌ ܥݔ. 
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 Виконаємо зворотну підстановку ܷ ൌ ௬
௫
  і  рішення буде мати вигляд: 
ݕ
ݔ ൅ 1
ݕଷ
ݔଷ ቀ1 െ
ݕ
ݔቁ
ൌ ܥݔ    або      
ሺݕ ൅ ݔሻݔଶ
ݕଷሺݔ െ ݕሻ
ൌ ܥ. 
 
  5.1.3. Лінійні диференціальні рівняння першого порядку 
 Диференційне рівняння першого порядку називається лінійним, якщо 
його можна записати у вигляді 
      ݕᇱ ൅ ݌ሺݔሻݕ ൌ ݃ሺݔሻ,                                                   ሺ9ሻ  
де ݌ሺݔሻ і ݃ሺݔሻ  - задані функції, шукана функція ݕ і її похідна   ݕᇱ входять в 
рівняння в першій степені. 
 Функції ݌ሺݔሻ і ݃ሺݔሻ вважаються неперервними в проміжку ሺܽ, ܾሻ, в якому 
шукається рішення рівняння (9). 
 Загальний розв’язок  лінійного рівняння (9) шукають підстановкою за 
методом Бернуллі, яка має вигляд добутку двох функцій:                                  
                                                            ݕ ൌ ܷ · ܸ,                                                ሺ10ሻ 
де ܷሺݔሻ, ܸሺݔሻ െ нові невідомі функції, причому ܷሺݔሻ ് 0 довільна, ܸሺݔሻ െ 
підбирають такою, щоб виконувалась умова ܸᇱ ൅ ݌ሺݔሻܸ ൌ 0. 
 Похідна від добутку двох функцій: 
                                                      ݕᇱ ൌ ܷᇱܸ ൅ ܷܸᇱ                                                           ሺ11ሻ 
Алгоритм розв’язування лінійних диференціальних рівнянь першого 
порядку розглянемо на прикладах. 
 Приклад 5.  Знайти загальний розв’язок рівняння 
 ݕᇱ ൅ 2ݔݕ ൌ ݔ݁ି௫మ. 
 Розв’язок. Використовуючи підстановку (10) та її похідну (11), рівняння 
запишемо у вигляді: 
ܷᇱܸ ൅ ܷܸᇱ ൅ 2ݔܷܸ ൌ ݔ݁ି௫
మ
, 
ܷᇱܸ ൅ ܷሺܸᇱ ൅ 2ݔܸሻ ൌ  ݔ݁ି௫
మ
. 
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         За умовою знаходження функції ܸሺݔሻ, другий доданок останнього 
рівняння дорівнює нулю, тобто: 
     ܸᇱ ൅ 2ݔܸ ൌ 0 ,  
а перший доданок буде дорівнювати функції ݃ሺݔሻ, яка стоїть праворуч, тобто: 
ܷᇱܸ ൌ  ݔ݁ି௫
మ
. 
 Розв’яжемо рівняння: ܸᇱ ൅ 2ݔܸ ൌ 0; 
ܸᇱ ൌ െ2ݔܸ;   
ܸ݀
݀ݔ
ൌ െ2ݔܸ;   
ܸ݀
ܸ
ൌ െ2ݔ݀ݔ;    ln ܸ ൌ െݔଶ;    ܸ ൌ ݁ି௫
మ
. 
Вважаємо, що довільна стала тут дорівнює нулю. 
         Тепер розв’яжемо друге рівняння, але спочатку підставимо в нього 
знайдену функцію ܸ ൌ ݁ି௫మ:   
ܷᇱ݁ି௫
మ
ൌ  ݔ݁ି௫
మ
;    ܷᇱ ൌ ݔ;  
ܷ݀
݀ݔ
ൌ ݔ;    ܷ݀ ൌ ݔ݀ݔ;   ܷ ൌ
ݔଶ
2
൅ ܥ. 
         Знайдені функції записуємо у вигляді добутку і отримаємо загальний 
розв’язок початкового рівняння:        
     ݕ ൌ ቀ௫
మ
ଶ
൅ ܥቁ · ݁ି௫
మ
.  
Приклад 6. Розв’язати задачу Коші для рівняння:  
     ݕᇱ െ ݕݐ݃ݔ ൌ ݏ݁ܿݔ;  ݕ|௫ୀ଴ ൌ 0. 
Розв’язок. Використаємо розглянутий вище (приклад 6) алгоритм і в 
результаті отримаємо: 
ܷᇱܸ ൅ ܷܸᇱ െ ܷܸݐ݃ݔ ൌ
1
ܿ݋ݏݔ
, ܷᇱܸ ൅ ܷሺܸᇱ  െ ܸݐ݃ݔሻ ൌ
1
ܿ݋ݏݔ
. 
Розв’яжемо рівняння: ܸᇱ  െ ܸݐ݃ݔ ൌ 0 ;     ܸᇱ  ൌ ܸ ݐ݃ݔ;       ௗ௏
ௗ௫
ൌ ܸ ݐ݃ݔ;    
ܸ݀
ܸ
ൌ ݐ݃ݔ ݀ݔ;     ݈ܸ݊ ൌ െ݈݊|ܿ݋ݏݔ|;    ݈ܸ݊ ൌ ݈݊
1
ܿ݋ݏݔ
 ;     ܸ ൌ
1
ܿ݋ݏݔ
. 
  Тепер розв’яжемо рівняння ܷᇱܸ ൌ ଵ
௖௢௦௫
, підставимо в нього знайдене ܸ: 
ܷᇱ
1
ܿ݋ݏݔ
ൌ
1
ܿ݋ݏݔ
;  ܷᇱ ൌ 1;   ܷ݀ ൌ ݀ݔ;   ܷ ൌ ݔ ൅ ܥ. 
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Знайдені функції дають загальний розв’язок початкового рівняння: 
   ݕ ൌ ሺݔ ൅ ܥሻ
1
ܿ݋ݏݔ
 . 
Знайдемо частинний розв’язок рівняння, використовуючи задані 
початкові умови, тобто розв’яжемо задачу Коші: 
ሺ0 ൅ ܥሻ
1
ܿ݋ݏ0
ൌ 0;   ܥ ൌ 0;  тому  частинне рішення буде мати вигляд: 
ݕ ൌ
ݔ
ܿ݋ݏݔ
. 
          Лінійними рівняння можуть бути, як відносно ݕ, так і відносно ݔ.  
     
  5.2. Диференціальні рівняння вищих порядків 
5.2.1. Рівняння, які містять тільки похідну порядку ࢔ і незалежну 
змінну, тобто рівняння виду ࡲ൫࢞, ࢟ሺ࢔ሻ൯ ൌ ૙ 
 Таке рівняння необхідно перетворити в рівняння виду ݕሺ௡ሻ ൌ ݂ሺݔሻ і потім 
݊ разів проінтегрувати. 
Приклад 7. Знайти загальний розв’язок рівняння 
ඥ1 ൅ ݔଶݕᇱᇱ െ 1 ൌ 0. 
Розв’язок. 
ݕᇱᇱ ൌ
1
√1 െ ݔଶ 
 . 
Перше інтегрування: 
ݕᇱ ൌ න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
ൌ ܽݎܿݏ݅݊ݔ ൅ ܥଵ. 
Друге інтегрування:  
ݕ ൌ නሺܽݎܿݏ݅݊ݔ ൅ ܥଵሻ݀ݔ ൌ න ܽݎܿݏ݅݊ݔ݀ݔ ൅ ܥଵ න ݀ݔ ൌ 
  ൌ ቤ
ܷ ൌ ܽݎܿݏ݅݊ݔ,   ܷ݀ ൌ ௗ௫
√ଵି௫మ
ܸ݀ ൌ ݀ݔ,                 ܸ ൌ ݔ
ቤ ൌ ݔܽݎܿݏ݅݊ݔ െ ׬
௫ௗ௫
√ଵି௫మ
൅ ܥଵݔ ൌ 
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 ൌ ተ
ܷ ൌ 1 െ ݔଶ
ܷ݀ ൌ െ2ݔ݀ݔ
ݔ݀ݔ ൌ
െܷ݀
2
ተ ൌ ݔܽݎܿݏ݅݊ݔ ൅
1
2
න
ܷ݀
√ܷ
൅ ܥଵݔ. 
    Отже, ݕ ൌ ݔܽݎܿݏ݅݊ݔ ൅ ඥ1 െ ݔଶ ൅ ܥଵݔ ൅ ܥଶ െ  загальний розв’язок  
данного диференційного рівняння. 
 
 5.2.2. Рівняння другого порядку, які не містять шукану функцію 
 Рівняння  другого порядку, які не містять шукану функцію, мають  вид: 
                                       ݂ሺݔ, ݕᇱ, ݕᇱᇱሻ ൌ 0.                                       ሺ15ሻ 
 Необхідно понизити порядок диференційного рівняння за допомогою 
підстановки 
                               ݕᇱ ൌ ݌ሺݔሻ,     ݕᇱᇱ ൌ ݌Ԣሺݔሻ.                                ሺ16ሻ 
 Ця підстановка приводить до рівняння першого порядку 
݂ሺݔ, ݌, ݌ᇱሻ ൌ 0.              
          Методи розв’язання таких рівнянь були розглянуті в попередньому 
розділі. 
Приклад 8. Розв’язати задачу Коші для рівняння  
ݕᇱᇱሺݔଶ ൅ 1ሻ ൌ 2ݔݕᇱ,     ݕሺ0ሻ ൌ 1, ݕԢሺ0ሻ ൌ 3. 
Розв’язок.  Використаємо (16) і тотожність ݌Ԣ ൌ ௗ௣
ௗ௫
.  
Рівняння матиме вид: ሺݔଶ ൅ 1ሻ ௗ௣
ௗ௫
ൌ 2ݔ݌. Це рівняння з 
відокремлюваними змінними: 
  
݀݌
݌
ൌ
2ݔ݀ݔ
ݔଶ ൅ 1
. 
Після інтегрування отримаємо: ݈݊݌ ൌ lnሺݔଶ ൅ 1ሻ ൅ ݈݊ܥଵ,  
 ݈݊݌ ൌ ln൫ܥଵሺݔଶ ൅ 1ሻ൯ ;   ݌ ൌ ܥଵሺݔଶ ൅ 1ሻ.   
 Використаємо початкову умову ݌ሺ0ሻ ൌ ݕԢሺ0ሻ ൌ 3 для визначення ܥଵ. 
ሺ0 ൅ 1ሻܥଵ ൌ 3, тому     ݌ ൌ 3ݔଶ ൅ 3, або ݕᇱ ൌ 3ݔଶ ൅ 3.   Отже, 
  ݕ ൌ නሺ3ݔଶ ൅ 3ሻ ݀ݔ ൌ ݔଷ ൅ 3ݔ ൅ ܥଶ. 
Визначимо ܥଶ: ݕሺ0ሻ ൌ 1, ܥଶ ൌ 1,  тому розв’язком задачі Коші буде 
ݕ ൌ ݔଷ ൅ 3ݔ ൅ 1 െ частинний розв’язок данного 
диференційного рівняння. 
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 5.2.3. Диференційні рівняння, які не містять незалежну змінну 
 Рівняння  другого порядку, які не містять незалежну змінну, має такий 
вид: 
                                       ݂ሺݕ, ݕᇱ, ݕᇱᇱሻ ൌ 0.                                           ሺ17ሻ  
Пониження порядку рівняння виконуємо за допомогою підстановки: 
ݕᇱ ൌ ݌ሺݕሻ, де ݌ሺݕሻ െ нова шукана функція. В цьому випадку за незалежну 
змінну приймаємо не ݔ, а ݕ. Тому  друга похідна повинна бути перетворена так, 
щоб незалежною змінною була ݕ: 
                  ݕᇱᇱ ൌ ሾ݌ሺݕሻሿ௫ᇱ ൌ
݀݌
݀ݕ
݀ݕ
݀ݔ
ൌ
݀݌
݀ݕ
݌ ൌ ݌ᇱ݌.                       ሺ18ሻ 
Приклад 9. Знайти загальний розв’язок рівняння 
ݕᇱଶ ൅ 2ݕݕᇱᇱ ൌ 0. 
Розв’язок. Застосуємо розглянуту підстановку, і  початкове рівняння 
отримає вид: ݌ଶ ൅ 2ݕ݌݌ᇱ ൌ 0,  або  
݌ ൬݌ ൅ 2ݕ
݀݌
݀ݕ
൰ ൌ 0. 
Маємо два рівняння: ݌ ൌ 0 і ݌ ൅ 2ݕ ௗ௣
ௗ௬
ൌ 0. Перше рівняння дає частинний 
розв’язок ݕᇱ ൌ 0, тобто ݕ ൌ ܥ.  Друге  рівняння з відокремлюваними змінними: 
2ݕ
݀݌
݀ݕ
ൌ െ݌;   
݀݌
݌
ൌ െ
݀ݕ
2ݕ
;    ݈݊݌ ൌ െ
1
2
݈݊ݕ ൅ ݈݊ܥଵ;    ݈݊݌ ൌ ݈݊
ܥଵ
ඥݕ
; 
݌ ൌ
ܥଵ
ඥݕ
. 
 Розв’яжемо отримане рівняння, пам’ятаючи що ݕᇱ ൌ ݌: 
 
݀ݕ
݀ݔ
ൌ
ܥଵ
ඥݕ
;   ඥݕ݀ݕ ൌ ܥଵ݀ݔ;   
2
3
ݕ
ଷ
ଶ ൌ ܥଵݔ ൅ ܥଶ;  ݕ
ଷ
ଶ ൌ
3
2
ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ; 
ݕ ൌ ඨ
9
4
ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻଶ
య
െ загальний розв’язок данного 
диференційного рівняння. 
 
5.2.4. Лінійні однорідні диференційні рівняння 
другого порядку зі сталими коефіцієнтами 
Лінійні однорідні диференційні рівняння (ЛОДР) другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами мають вигляд: 
                                             ݕᇱᇱ ൅ ܽଵݕᇱ ൅ ܽଶݕ ൌ 0,                                         ሺ19ሻ  
де ܽଵ і ܽଶ сталі. 
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 Частинний розв’язок  рівняння (19) будемо шукати у вигляді 
ݕ ൌ ݁௞௫, 
де ݇ - деяке число. Диференціюючи цю функцію двічі і підставляючи отримані 
значення в рівняння (19) отримаємо: 
݇ଶ݁௞௫ ൅ ܽଵ݇݁௞௫ ൅ ܽଶ݁௞௫ ൌ 0, 
        ݁௞௫ሺ݇ଶ ൅ ܽଵ݇ ൅ ܽଶሻ ൌ 0, або 
                                           ݇ଶ ൅ ܽଵ݇ ൅ ܽଶ ൌ 0     ሺ݁௞௫ ് 0ሻ.                           ሺ20ሻ 
Рівняння (20) називається характеристичним рівнянням ДР (для його 
запису достатньо в рівнянні (19) замінити ݕᇱᇱ, ݕᇱ і ݕ  відповідно на ݇ଶ, ݇ і 1). 
 При розв’язанні характеристичного рівняння (20) можливі три випадки: 
Випадок 1. Корені ݇ଵ і ݇ଶ дійсні та різні: ܦ ൐ 0, ݇ଵ  ് ݇ଶ. 
В цьому випадку загальне рішення рівняння (19) має вид: 
ݕ ൌ ܥଵ݁௞భ௫ ൅ ܥଶ݁௞మ௫ . 
 
Приклад 10.  Знайти загальний розв’язок ДР  ݕᇱᇱ ൅ 5ݕᇱ ൅ 6ݕ ൌ 0. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
݇ଶ ൅ 5݇ ൅ 6 ൌ 0; 
ܦ ൌ 25 െ 24 ൌ 1; 
݇ଵ,ଶ ൌ
െ5 േ 1
2
; ݇ଵ ൌ െ2; ݇ଶ ൌ െ3. 
Загальний розв’язок даного ДР: ݕ ൌ ܥଵ݁ିଶ௫ ൅ ܥଶ݁ିଷ௫. 
 
 Випадок 2. Корені ݇ଵ і ݇ଶ рівняння (20) дійсні та рівні: ܦ ൌ 0,  
݇ଵ ൌ ݇ଶ ൌ ݇. 
В цьому випадку загальний розв’язок рівняння (19) має вид: 
ݕ ൌ ݁௞௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ . 
 
Приклад 11. Знайти загальний розв’язок ДР   ݕᇱᇱ െ 8ݕᇱ ൅ 16 ൌ 0. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
݇ଶ െ 8݇ ൅ 16 ൌ 0; 
ܦ ൌ 64 െ 64 ൌ 0; 
݇ଵ ൌ ݇ଶ ൌ
8
2
ൌ 4. 
Загальний розв’язок даного ДР: ݕ ൌ ݁ସ௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ. 
 
Випадок 3. Корені ݇ଵ і ݇ଶ рівняння (20) комплексні, нагадаємо, що 
݅ଶ ൌ െ1: ܦ ൏ 0,    ݔଵ,ଶ ൌ ߙ േ ߚі. У цьому випадку загальне рішення рівняння 
(19)  має вид: 
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ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܥଵ ܿ݋ݏ ߚݔ ൅ ܥଶ ݏ݅݊ ߚݔሻ . 
 
Приклад 12. Знайти загальний розв’язок  ДР  ݕᇱᇱ െ 4ݕᇱ ൅ 13ݕ ൌ 0. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
݇ଶ െ 4݇ ൅ 13 ൌ 0; 
ܦ ൌ 16 െ 4 · 13 ൌ 16 െ 52 ൌ െ36; 
݇ଵ,ଶ ൌ
4 േ 6݅
2
ൌ 2 േ 3݅;     ߙ ൌ 2, ߚ ൌ 3. 
Загальний розв’язок даного ДР: ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺܥଵ ܿ݋ݏ 3ݔ ൅ ܥଶ ݏ݅݊ 3ݔሻ. 
 
5.2.5. Лінійні неоднорідні диференційні рівняння другого 
порядку зі сталими коефіцієнтами 
 Рівняння виду: 
                                             ݕᇱᇱ ൅ ܽଵݕᇱ ൅ ܽଶݕ ൌ ݂ሺݔሻ                            ሺ21ሻ 
називається лінійним неоднорідним диференційним рівнянням (ЛНДР) другого 
порядку зі сталими коефіцієнтами.  Розв’язок цього рівняння будемо шукати у 
вигляді: 
                                                    ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ,                                              ሺ22ሻ  
де ݕ௢ – загальний розв’язок однорідного рівняння, а ݕ – частинне рішення 
нелінійного ДР, яке залежить від виду правої частини  ݂ሺݔሻ. 
Розглянемо декілька типів правих частин  ݂ሺݔሻ: 
Випадок 1. ݂ሺݔሻ ൌ ௡ܲሺݔሻ ,  
 де  ௡ܲሺݔሻ- многочлен ݊-ї степені.  
а) корені характеристичного рівняння ݇ଵ ് 0 і ݇ଶ ് 0,  тоді частинний  
розв’язок нелінійного ДР має вигляд: 
ݕ ൌ ܤ଴ݔ௡ ൅ ܤଵݔ௡ିଵ ൅ ڮ ൅ ܤ௡ , 
ݕ  многочлен степені n, а ܤ଴, ܤଵ, … , ܤ௡ - невідомі, які знаходимо за методом 
невизначених коефіцієнтів. 
 
Приклад 13. Знайти загальний розв’язок  неоднорідного ДР 
 ݕᇱᇱ െ 6ݕᇱ ൅ 9ݕ ൌ 2ݔଶ െ ݔ ൅ 3. 
Розв’язок. Для лівої частини рівняння запишемо характеристичне 
рівняння:                                      ݇ଶ െ 6݇ ൅ 9 ൌ 0; 
ܦ ൌ 36 െ 36 ൌ 0; 
݇ଵ,ଶ ൌ 3. 
Маємо загальний розв’язок однорідного ДР: ݕ௢ ൌ ݁ଷ௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ. 
 Права частина: ݂ሺݔሻ ൌ 2ݔଶ െ ݔ ൅ 3 –многочлен другої степені, тому 
 ݕ ൌ ܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ. 
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Знайдемо ݕᇱта ݕᇱᇱ і підставимо в дане рівняння отримані значення 
відповідно замість  ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ . 
ݕᇱ ൌ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵ; 
ݕᇱᇱ ൌ 2ܤ଴. 
2ܤ଴ െ 6ሺ2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൅ 9ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶሻ ൌ 2ݔଶ െ ݔ ൅ 3; 
2ܤ଴ െ 12ܤଵݔ െ 6ܤଶ ൅ 9ܤ଴ݔଶ ൅ 9ܤଵݔ ൅ 9ܤଶ ൌ 2ݔଶ െ ݔ ൅ 3. 
Знайдемо невідомі коефіцієнти  ܤ଴,  ܤଵ і ܤଶ за методом невизначених 
коефіцієнтів. Порівнюємо коефіцієнти при однакових степенях ݔ: 
ݔଶ| 9ܤ଴ ൌ 2, ܤ଴ ൌ
2
9
. 
ݔ |  െ 12ܤ଴ ൅ 9ܤଵ ൌ െ1;  െ12 ·
2
9
൅ 9ܤଵ ൌ െ1;   9ܤଵ ൌ െ1 ൅
8
3
;   9ܤଵ ൌ
5
3
; 
ܤଵ ൌ
5
27
. 
      ݔ଴|  2ܤ଴ െ 6ܤଵ ൅ 9ܤଶ ൌ 3;   2 ·
2
9
െ 6 ·
5
27
൅ 9ܤଶ ൌ 3;   
4
9
െ
10
9
൅ 9ܤଶ ൌ 3; 
9ܤଶ ൌ 3 ൅
2
3
;    9ܤଶ ൌ
11
3
;    ܤଶ ൌ
11
27
. 
Отже, маємо частинний розв’язок: 
ݕ ൌ
2
9
ݔଶ ൅
5
27
ݔ ൅
11
27
. 
Розв’язок неоднорідного ДР: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто 
ݕ ൌ ݁ଷ௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ ൅
2
9
ݔଶ ൅
5
27
ݔ ൅
11
27
. 
 
б) корені характеристичного рівняння ݇ଵ ൌ 0 і ݇ଶ ് 0,  тоді  
ݕ ൌ ሺܤ଴ݔ௡ ൅ ܤଵݔ௡ିଵ ൅ ڮ ൅ ܤ௡ሻ · ݔ , 
де ܤ଴, ܤଵ, … , ܤ௡ - невідомі коефіцієнти. 
 
Приклад 14. Знайти загальний розв’язок неоднорідного ДР   
2ݕᇱᇱ ൅ 5ݕᇱ ൌ 5ݔଶ െ 2ݔ െ 1. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
2݇ଶ ൅ 5݇ ൌ 0; 
݇ሺ2݇ ൅ 5ሻ ൌ 0; 
݇ଵ ൌ 0, ݇ଶ ൌ െ
5
2
. 
Отже, маємо загальне рішення однорідного ДР:  ݕ௢ ൌ ܥଵ ൅ ܥଶ݁
ିఱೣ
మ . 
 Права частина ݂ሺݔሻ ൌ 5ݔଶ െ 2ݔ െ 1 –  степінь многочлена друга  
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і ݇ଵ ൌ 0, ݇ଶ ് 0, тому 
ݕ ൌ ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶሻ · ݔ ൌ ܤ଴ݔଷ ൅ ܤଵݔଶ ൅ ܤଶݔ; 
ݕᇱ ൌ 3ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൅ ܤଶ; 
ݕᇱᇱ ൌ 6ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵ. 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в початкове рівняння: 
2ሺ6ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵሻ ൅ 5ሺ3ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൅ ܤଶሻ ൌ 5ݔଶ െ 2ݔ െ 1; 
12ܤ଴ݔ ൅ 4ܤଵ ൅ 15ܤ଴ݔଶ ൅ 10ܤଵݔ ൅ 5ܤଶ ൌ 5ݔଶ െ 2ݔ െ 1. 
Знайдемо коефіцієнти ܤ଴, ܤଵ і ܤଶ, як у попередньому прикладі: 
ݔଶ| 15ܤ଴ ൌ 5;  ܤ଴ ൌ
1
3
. 
ݔ  | 12ܤ଴ ൅ 10ܤଵ ൌ െ2;   12 ·
1
3
൅ 10ܤଵ ൌ െ2;   10ܤଵ ൌ െ6;  ܤଵ ൌ െ
3
5
. 
 
      ݔ଴|  4ܤଵ ൅ 5ܤଶ ൌ െ1;   4 · ൬െ
3
5
൰ ൅ 5ܤଶ ൌ െ1;   5ܤଶ ൌ െ1 ൅
12
5
;   5ܤଶ ൌ
7
5
; 
ܤଶ ൌ
7
25
. 
Отже, маємо частинний розв’язок: 
ݕ ൌ
1
3
ݔଷ െ
3
5
ݔଶ ൅
7
25
ݔ. 
Рішення диференційного рівняння: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто 
ݕ ൌ ܥଵ ൅ ܥଶ݁
ିହ௫ଶ ൅
1
3
ݔଷ െ
3
5
ݔଶ ൅
7
25
ݔ. 
 
Випадок 2. ݂ሺݔሻ ൌ ݁ఈ௫ · ௡ܲሺݔሻ,    
де ݁ఈ௫ - показникова функція, а  ܲ௡ሺݔሻ- многочлен ݊-ї степені.  
 
а) корені характеристичного рівняння ݇ଵ ് ߙ і ݇ଶ ് ߙ, тому частинний 
розв’язок має вигляд: 
ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܤ଴ݔ௡ ൅ ܤଵݔ௡ିଵ ൅ ڮ ൅ ܤ௡ሻ . 
 
Приклад 15. Розв’язати задачу Коші для диференційного рівняння 
 ݕᇱᇱ െ 2ݕᇱ ൌ ݁௫ሺݔଶ ൅ ݔ െ 3ሻ;    ݕሺ0ሻ ൌ 2, ݕᇱሺ0ሻ ൌ 2. 
Розв’язок. Для лівої частини рівняння запишемо характеристичне 
рівняння:                                          ݇ଶ െ 2݇ ൌ 0; 
݇ሺ݇ െ 2ሻ ൌ 0; 
                                                       ݇ଵ ൌ 0 і ݇ଶ ൌ 2. 
Загальне рішення однорідного ДР:  ݕ௢ ൌ ܥଵ ൅ ܥଶ݁ଶ௫. 
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Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ሺݔଶ ൅ ݔ െ 3ሻ. Тут  ߙ ൌ 1, ݇ଵ ് ߙ і 
݇ଶ ് ߙ   тому:        ݕ ൌ ݁௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶሻ; 
ݕᇱ ൌ ݁௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶሻ ൅ ݁௫ሺ2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൌ
ൌ ݁௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ; 
ݕᇱᇱ ൌ ݁௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൅ ݁௫ሺ2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵ ൅ 2ܤ଴ሻ ൌ 
ൌ ݁௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 4ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵ ൅ 2ܤ଴ሻ. 
 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в початкове рівняння: 
ܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 4ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵ ൅ 2ܤ଴ െ 2ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൌ
ൌ ݔଶ ൅ ݔ െ 3; 
ܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔ ൅ ܤଶ ൅ 4ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵ ൅ 2ܤ଴ െ 2ܤ଴ݔଶ െ 2ܤଵݔ െ 2ܤଶ െ 4ܤ଴ݔ െ 2ܤଵ ൌ
ൌ ݔଶ ൅ ݔ െ 3; 
െܤ଴ݔଶ െ ܤଵݔ െ ܤଶ ൅ 2ܤ଴ ൌ ݔଶ ൅ ݔ െ 3. 
Знайдемо коефіцієнти: 
ݔଶ| െ ܤ଴ ൌ 1;  ܤ଴ ൌ െ1. 
ݔ  |  െ ܤଵ ൌ 1;  ܤଵ ൌ െ1 
ݔ଴|  െ ܤଶ ൅ 2ܤ଴ ൌ െ3;   െܤଶ െ 2 ൌ െ3;    െܤଶ ൌ െ1;  ܤଶ ൌ 1. 
Отже, маємо частинний розв’язок: 
ݕ ൌ ݁௫ሺെݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ. 
Розв’язок диференційного рівняння: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто 
ݕ ൌ ܥଵ ൅ ܥଶ݁ଶ௫ ൅ ݁௫ሺെݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ. 
Знайдемо частинний розв’язок даного ДР, підстановкою початкових умов 
в ݕ та ݕԢ : 
ݕᇱ ൌ 2ܥଶ݁ଶ௫ ൅ ݁௫ሺെݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ ൅ ݁௫ሺെ2ݔ െ 1ሻ. 
൜
ܥଵ ൅ ܥଶ ൅ 1 ൌ 2
2ܥଶ ൅ 1 െ 1 ൌ 2
;    ൜
ܥଶ ൌ 1
ܥଵ ൌ 0
. 
Задача Коші для даного диференційного рівняння має вид:   
ݕ ൌ ݁ଶ௫ ൅ ݁௫ሺെݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ. 
 
б) корені характеристичного рівняння ݇ଵ ൌ ߙ і  ݇ଶ ് ߙ, тому частинний 
розв’язок має вигляд: 
ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܤ଴ݔ௡ ൅ ܤଵݔ௡ିଵ ൅ ڮ ൅ ܤ௡ሻ · ݔ . 
 
Приклад 16. Знайти загальний розв’язок неоднорідного ДР 
                                      ݕᇱᇱ െ 3ݕᇱ ൅ 2ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺ3 െ 4ݔሻ. 
Розв’язок. Для лівої частини рівняння запишемо характеристичне 
рівняння:                                      ݇ଶ െ 3݇ ൅ 2 ൌ 0; 
ܦ ൌ 9 െ 8 ൌ 1; 
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݇ଵ,ଶ ൌ
3 േ 1
2
; ݇ଵ ൌ 2; ݇ଶ ൌ 1. 
Загальний розв’язок однорідного ДР:  ݕ௢ ൌ ܥଵ݁ଶ௫ ൅ ܥଶ݁௫. 
 
Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ ݁ଶ௫ሺ3 െ 4ݔሻ. Тут   ߙ ൌ 2, ݇ଵ ൌ ߙ,   
݇ଶ ് ߙ. 
Тому ݕ має вид:  ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ · ݔ ൌ ݁ଶ௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔሻ; 
ݕᇱ ൌ 2݁ଶ௫ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔሻ ൅ ݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൌ ݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ; 
ݕᇱᇱ ൌ 2݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൅ ݁ଶ௫ሺ4ܤ଴ݔ ൅ 2ܤଵ ൅ 2ܤ଴ሻ ൌ 
ൌ ݁ଶ௫ሺ4ܤ଴ݔଶ ൅ 4ܤଵݔ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ ൅ 4ܤଵሻ. 
 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в початкове рівняння: 
4ܤ଴ݔଶ ൅ 4ܤଵݔ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ ൅ 4ܤଵ െ 3ሺ2ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൅ 2ܤ଴ݔ ൅ ܤଵሻ ൅ 
൅2ሺܤ଴ݔଶ ൅ ܤଵݔሻ ൌ 3 െ 4ݔ; 
4ܤ଴ݔଶ ൅ 4ܤଵݔ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ ൅ 4ܤଵ െ 6ܤ଴ݔଶ െ 6ܤଵݔ െ 6ܤ଴ݔ െ 3ܤଵ ൅ 
൅2ܤ଴ݔଶ ൅ 2ܤଵݔ ൌ 3 െ 4ݔ; 
2ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ ൅ ܤଵ ൌ 3 െ 4ݔ. 
Знайдемо коефіцієнти: 
ݔ  | 2ܤ଴ ൌ െ4;  ܤ଴ ൌ െ2. 
ݔ଴| 2ܤ଴ ൅ ܤଵ ൌ 3; െ4 ൅ ܤଵ ൌ 3;  ܤଵ ൌ 7. 
Отже, маємо частинний розв’язок: 
ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺെ2ݔଶ ൅ 7ݔሻ. 
Розв’язок рівняння має вид: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто   
ݕ ൌ ܥଵ݁ଶ௫ ൅ ܥଶ݁௫ ൅ ݁ଶ௫ሺെ2ݔଶ ൅ 7ݔሻ. 
 
в) корені характеристичного рівняння      ݇ଵ ൌ ߙ і ݇ଶ ൌ ߙ, тому 
частинний розв’язок має вигляд: 
ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܤ଴ݔ௡ ൅ ܤଵݔ௡ିଵ ൅ ڮ ൅ ܤ௡ሻ · ݔଶ . 
 
Приклад 17. Знайти загальний розв’язок ДР: ݕᇱᇱ െ 4ݕᇱ ൅ 4 ൌ 3݁ଶ௫. 
Розв’язок. Для лівої частини рівняння запишемо характеристичне 
рівняння:                                      ݇ଶ െ 4݇ ൅ 4 ൌ 0; 
ܦ ൌ 16 െ 16 ൌ 0 
݇ଵ,ଶ ൌ
4
2
ൌ 2. 
Загальний розв’язок однорідного ДР:  ݕ௢ ൌ ݁ଶ௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ. 
 
Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ 3݁ଶ௫. Тут  ߙ ൌ 2 і  ݇ଵ ൌ ݇ଶ ൌ ߙ. 
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Тому частинний розв’язок шукаємо у вигляді:  
ݕ ൌ ܤ଴݁ଶ௫ · ݔଶ ൌ ܤ଴ݔଶ · ݁ଶ௫. 
Знайдемо першу і другу похідні: 
ݕᇱ ൌ 2ܤ଴ݔ݁ଶ௫ ൅ 2ܤ଴ݔଶ݁ଶ௫ ൌ ݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ݔଶሻ; 
ݕᇱᇱ ൌ 2݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ݔଶሻ ൅ ݁ଶ௫ሺ2ܤ଴ ൅ 4ܤ଴ݔሻ ൌ ݁ଶ௫ሺ4ܤ଴ݔଶ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ሻ. 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в початкове рівняння: 
4ܤ଴ݔଶ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ െ 4ሺ2ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ݔଶሻ ൅ 4ܤ଴ݔଶ ൌ 3; 
4ܤ଴ݔଶ ൅ 8ܤ଴ݔ ൅ 2ܤ଴ െ 8ܤ଴ݔ െ 8ܤ଴ݔଶ ൅ 4ܤ଴ݔଶ ൌ 3; 
2ܤ଴ ൌ 3;   ܤ଴ ൌ
3
2
. 
Отже, маємо частинний розв’язок: 
ݕ ൌ  
3
2
ݔଶ · ݁ଶ௫. 
Розв’язок неоднорідного диференційного рівняння: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто 
ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺܥଵݔ ൅ ܥଶሻ ൅
3
2
ݔଶ݁ଶ௫. 
 
Випадок 3. ݂ሺݔሻ ൌ acos ߚݔ ൅ ܾ sin ߚݔ,  
де a і ܾ - сталі. 
а) корені характеристичного рівняння ݇ଵ,ଶ ് േߚ݅, тому частинний 
розв’язок має вигляд: 
                              ݕ ൌ ܣ ܿ݋ݏ ߚݔ ൅ ܤ ݏ݅݊ ߚݔ  ,   
де ܣ і ܤ - невідомі коефіцієнти. 
Приклад 18. Знайти загальний розв’язок неоднорідного ДР 
                                 ݕᇱᇱ ൅ 4ݕᇱ ൅ 13 ൌ 5 ݏ݅݊ 2ݔ. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вигляд: 
݇ଶ ൅ 4݇ ൅ 13 ൌ 0; 
ܦ ൌ 16 െ 52 ൌ െ36; 
݇ଵ,ଶ ൌ
െ4 േ 6݅
2
ൌ െ2 േ 3݅. 
Загальний розв’язок однорідного ДР: ݕ௢ ൌ ݁ିଶ௫ሺܥଵ ܿ݋ݏ 3ݔ ൅ ܥଶ ݏ݅݊ 3ݔሻ. 
 
Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ 5 ݏ݅݊ 2ݔ,   ݇ଵ,ଶ ് േ2݅. 
ݕ ൌ ܣ ܿ݋ݏ 2ݔ ൅ ܤ ݏ݅݊ 2ݔ; 
ݕᇱ ൌ െ2ܣ ݏ݅݊ 2ݔ ൅ 2ܤ ܿ݋ݏ 2ݔ; 
ݕᇱᇱ ൌ െ4ܣ ܿ݋ݏ 2ݔ െ 4ܤ ݏ݅݊ 2ݔ. 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в дане рівняння: 
െ4ܣ ܿ݋ݏ 2ݔ െ 4ܤ ݏ݅݊ 2ݔ ൅ 4ሺെ2ܣ ݏ݅݊ 2ݔ ൅ 2ܤ ܿ݋ݏ 2ݔሻ ൅ 
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൅13ሺܣ ܿ݋ݏ 2ݔ ൅ ܤ ݏ݅݊ 2ݔሻ ൌ 5 ݏ݅݊ 2ݔ ; 
െ4ܣ ܿ݋ݏ 2ݔ െ 4ܤ ݏ݅݊ 2ݔ െ 8ܣ ݏ݅݊ 2ݔ ൅ 8ܤ ܿ݋ݏ 2ݔ ൅            
൅13ܣ ܿ݋ݏ 2ݔ ൅ 13ܤ ݏ݅݊ 2ݔ ൌ 5 ݏ݅݊ 2ݔ. 
Визначимо невідомі коефіцієнти. Для цього порівняємо коефіцієнти при 
sin 2ݔ та cos 2ݔ: 
ݏ݅݊ 2ݔ|  െ 4ܤ െ 8ܣ ൅ 13ܤ ൌ 5; 
ܿ݋ݏ2 ݔ| െ 4ܣ ൅ 8ܤ ൅ 13ܣ ൌ 0. 
Отримали систему рівнянь, яку розв’яжемо за правилом 
Крамера:                                   ቄെ8ܣ ൅ 9ܤ ൌ 5
9ܣ ൅ 8ܤ ൌ 0
; 
∆ൌ ቚെ8 9
9 8
ቚ ൌ െ64 െ 81 ൌ െ145,   
                          ∆ଵൌ ቚ
5 9
0 8
ቚ ൌ 40,   ∆ଶൌ ቚ
െ8 5
9 0
ቚ ൌ െ45. 
ܣ ൌ
∆ଵ
∆
ൌ െ
40
145
ൌ െ
8
29
,   ܤ ൌ
∆ଶ
∆
ൌ
45
145
ൌ
9
29
. 
Отже, маємо частинний розв’язок неоднорідного ДР: 
ݕ ൌ െ
8
29
ܿ݋ݏ 2ݔ ൅
9
29
ݏ݅݊ 2ݔ. 
 
Розв’язком неоднорідного диференційного рівняння є: ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ, тобто 
ݕ ൌ ݁ିଶ௫ሺܥଵ ܿ݋ݏ 3ݔ ൅ ܥଶ ݏ݅݊ 3ݔሻ െ
8
29
ܿ݋ݏ 2ݔ ൅
9
29
ݏ݅݊ 2ݔ. 
 
б) корені характеристичного рівняння ݇ଵ,ଶ ൌ േߚ݅,   тому частинний 
розв’язок має вигляд: 
                              ݕ ൌ ሺܣ ܿ݋ݏ ߚݔ ൅ ܤ ݏ݅݊ ߚݔሻ · ݔ .  
 
Приклад 19. Знайти загальний  розв’язок  неоднорідного  ДР          
 ݕᇱᇱ ൅ ݕ ൌ cos ݔ. 
Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
݇ଶ ൅ 1 ൌ 0; 
݇ଶ ൌ െ1; 
݇ଵ,ଶ ൌ േ݅. 
Загальний розв’язок однорідного ДР:  ݕ௢ ൌ ܥଵ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܥଶ ܿ݋ݏ ݔ. 
 
Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ ܿ݋ݏ ݔ,  ݇ଵ,ଶ ൌ േߚ݅,  тому частинний 
розв’язок шукаємо у вигляді: 
ݕ ൌ ሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ · ݔ; 
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ݕᇱ ൌ ሺܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔሻ · ݔ ൅  ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔ ; 
ݕᇱᇱ ൌ ሺെܣ ݏ݅݊ ݔ െ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ · ݔ ൅  ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔ. 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ у початкове рівняння: 
െሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ · ݔ ൅ 2 ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅ ሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ · ݔ ൌ 
ൌ ܿ݋ݏ ݔ; 
2 ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ ൌ ܿ݋ݏ ݔ. 
Визначимо невідомі коефіцієнти, що відповідають sin ݔ та cos ݔ: 
ܿ݋ݏ ݔ| 2ܣ ൌ 1, ܣ ൌ
1
2
. 
ݏ݅݊ ݔ| 2ܤ ൌ 0, ܤ ൌ 0. 
Отже, знайшли частинний розв’язок неоднорідного ДР: 
ݕ ൌ
1
2
ݔ ݏ݅݊ ݔ. 
Розв’язком даного диференційного рівняння є ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ,: 
ݕ ൌ ܥଵ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܥଶ ܿ݋ݏ ݔ ൅
1
2
ݔ ݏ݅݊ ݔ. 
 
Випадок 4.      ݂ሺݔሻ ൌ ݁ఈ௫ሺܽܿ݋ݏ ߚݔ ൅ ܾ ݏ݅݊ ߚݔሻ, 
а) корені характеристичного рівняння ݇ଵ,ଶ ് ߙ േ ߚ݅,   тому частинний 
розв’язок має вигляд: 
                             ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܣ ܿ݋ݏ ߚݔ ൅ ܤ ݏ݅݊ ߚݔሻ .  
 
  Приклад 20. Знайти загальний розв’язок неоднорідного ДУ 
 ݕᇱᇱ െ 7ݕᇱ ൅ 6ݕ ൌ 2݁ଶ௫ ܿ݋ݏ ݔ. 
  Розв’язок. Характеристичне рівняння має вид: 
݇ଶ െ 7݇ ൅ 6 ൌ 0; 
ܦ ൌ 49 െ 24 ൌ 25; 
݇ଵ,ଶ ൌ
7 േ 5
2
; ݇ଵ ൌ 6; ݇ଶ ൌ 1. 
Загальний розв’язок однорідного ДР: ݕ௢ ൌ ܥଵ݁଺௫ ൅ ܥଶ݁௫. 
 
Права частина рівняння: ݂ሺݔሻ ൌ 2݁ଶ௫ܿ݋ݏ ݔ,  ݇ଵ,ଶ ് ߙ േ ߚ݅, ߙ ൌ 2,    
ߚ ൌ 1,  тому частинний розв’язок неоднорідного ДР шукаємо у вигляді: 
ݕ ൌ ݁ଶ௫ሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ; 
ݕԢ ൌ 2݁ଶ௫ሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ ൅ ݁ଶ௫ሺܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔሻ ൌ 
ൌ ݁ଶ௫ሺ2ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 2ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔሻ; 
ݕᇱᇱ ൌ 2݁ଶ௫ሺ2ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 2ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔሻ ൅ 
൅݁ଶ௫ሺ2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ െ ܣ ݏ݅݊ ݔ െ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ ൌ 
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ൌ ݁ଶ௫ሺ4ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 4ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅
൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ െ ܣ ݏ݅݊ ݔ െ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ. 
 
Підставимо отримані значення ݕᇱᇱ, ݕᇱ та ݕ в дане рівняння: 
 
4ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 4ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 
െ2ܤ ݏ݅݊ ݔ െ ܣ ݏ݅݊ ݔ െ ܤ ܿ݋ݏ ݔ െ 7ሺ2ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 2ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ ܤ ݏ݅݊ ݔሻ
൅ 6ሺܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ ܤ ܿ݋ݏ ݔሻ ൌ ܿ݋ݏ ݔ ; 
 
4ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 4ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 2ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅ 2ܣ ܿ݋ݏ ݔ െ 
െ2ܤ ݏ݅݊ ݔ െ ܣ ݏ݅݊ ݔ െ ܤ ܿ݋ݏ ݔ െ 14ܣ ݏ݅݊ ݔ െ 14ܤ ܿ݋ݏ ݔ െ 7ܣ ܿ݋ݏ ݔ ൅ 
൅7ܤ ݏ݅݊ ݔ ൅ 6ܣ ݏ݅݊ ݔ ൅ 6ܤ ܿ݋ݏ ݔ ൌ ܿ݋ݏ ݔ ; 
Визначимо невідомі коефіцієнти, що відповідають sin ݔ та cos ݔ: 
cos ݔ| 4ܤ ൅ 2ܣ ൅ 2ܣ െ ܤ െ 14ܤ െ 7ܣ ൅ 6ܤ ൌ 1,   
sin ݔ| 4ܣ െ 2ܤ െ 2ܤ െ ܣ െ 14ܣ ൅ 7ܤ ൅ 6ܣ ൌ 0,   
 Розв’яжемо отриману систему рівнянь  за правилом Крамера: 
ቄെ3ܣ െ 5ܤ ൌ 1
െ5ܣ ൅ 3ܤ ൌ 0
; 
∆ൌ ቚെ3 െ5
െ5 3
ቚ ൌ െ9 െ 25 ൌ െ34; 
∆ଵൌ ቚ
1 െ5
0 3
ቚ ൌ 3, ܣ ൌ
∆ଵ
∆
ൌ െ
3
34
; 
∆ଶൌ ቚ
െ3 1
െ5 0
ቚ ൌ 0 ൅ 5 ൌ 5, ܤ ൌ
∆ଶ
∆
ൌ െ
5
34
. 
Отже, маємо частинний розв’язок неоднорідного ДР: 
ݕ ൌ ݁ଶ௫ ൬െ
3
34
ݏ݅݊ ݔ െ
5
34
cos ݔ൰ ൌ െ݁ଶ௫ ൬
3
34
sin ݔ ൅
5
34
ܿ݋ݏ ݔ൰. 
Розв’язком даного диференційного рівняння є ݕ ൌ ݕ௢ ൅ ݕ,: 
ݕ ൌ ܥଵ݁଺௫ ൅ ܥଶ݁௫ െ ݁ଶ௫ ൬
3
34
ݏ݅݊ ݔ ൅
5
34
ܿ݋ݏ ݔ൰. 
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Контрольні роботи 
Варіант №1 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ නሺݔ ൅ 3ሻܿ݋ݏ2ݔ݀ݔ;   бሻ න
2ݔ െ 5
ݔଶ ൅ 6ݔ ൅ 8
݀ݔ; вሻ න
2ݔଶ ൅ 3
ݔଷ ൅ 3ݔଶ
݀ݔ; гሻ න ݏ݅݊ଷ
ݔ
2
݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න ܿ݋ݏଶݔ ݏ݅݊ݔ ݀ݔ;   бሻ න ݔ݁ିଷ௫݀ݔ.
ଵ
଴
గ
ଶൗ
଴
 
  3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність:  
        аሻ න
݀ݔ
ݔସ
ஶ
ଵ
;    бሻ න
݀ݔ
ݔ√ln ݔ
௘
ଵ
 . 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ 4ݔ െ ݔଶ, ݕ ൌ 2ݔ. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:   ߩ ൌ 1 െ ܿ݋ݏ߮,   0 ൑ ߮ ൑ ߨ 2ൗ  . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݕᇱ ൅ 2ݔݕ ൌ 2ݔଷݕଷ;   бሻ ሺݕԢԢሻଶ ൌ ݕᇱ;   вሻ ݕᇱᇱ െ 7ݕᇱ ൅ 6ݕ ൌ ݏ݅݊ݔ. 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ 2ݔଷ െ 3ݔଶݕଶ ൅ 6ݕ െ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція  ݖ ൌ ݁௫௬ рівнянню   
 డ௭
డ௫
డ௭
డ௬
െ ݖ డ
మ௭
డ௫డ௬
ൌ െݖଶ. 
 
Варіант №2 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݔଶ3
௫
ଶൗ ݀ݔ;   бሻ න
1 ൅ 3ݔ
√1 െ 6ݔ െ 3ݔଶ
݀ݔ; вሻ න
ݔ ൅ 3
ݔଷ െ 2ݔଶ ൅ 3ݔ
݀ݔ; гሻ න
ܿ݋ݏଷݔ
√ݏ݅݊ଷݔ
݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
3ݔହ݀ݔ
√ݔ଺ ൅ 1
 ;   бሻ න ݔ݈݊ሺݔ ൅ 1ሻ݀ݔ.
ଶ
଴
√ଷల
଴
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න
݈݊ݔ
ݔ
݀ݔ;   бሻ න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
 .
ଵ
଴
ஶ
ଶ
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  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ ݔଷ, ݕ ൌ 8, ݔ ൌ 0. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії: ൜ ݔ ൌ 9
ሺݐ െ ݏ݅݊ݐሻ
ݕ ൌ 9ሺ1 െ ܿ݋ݏݐሻ
, 0 ൑ ݐ ൑ 2ߨ . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݔݕᇱ ൅ 1 ൌ ݁௬;   бሻ ݔݕᇱ ൅ ݕ ൌ ݕଶ݈݊ݔ;   вሻ ݕᇱᇱ ൅ 2ݕᇱ ൅ 5ݕ ൌ െ2ܿ݋ݏ2ݔ.   
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ െ3ݔଶ ൅ 2ݕଶ ൅ 12ݕ െ 6ݔ ൅ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція  ܷ ൌ ܽݎܿݐ݃ ௫
௬
    рівнянню   
   ݔ డ௎
డ௫
൅ ݕ డ௎
డ௬
ൌ 0. 
 
Варіант №3 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න lnሺݔଶ ൅ ݔሻ ݀ݔ;   бሻ න
1 െ ݔ
√ݔଶ െ 4ݔ ൅ 5
݀ݔ; вሻ න
3ݔଶ ൅ ݔ െ 4
ݔଷ െ 4ݔ
݀ݔ; 
гሻ න ݏ݅݊ଷ3ݔܿ݋ݏଶ3ݔ݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
1 െ ݈݊ݔ
ݔ
 ݀ݔ;   бሻ න ܽݎܿݏ݅݊3ݔ݀ݔ.
ଵ
଺ൗ
ିଵ ଺ൗ
௘
ଵ
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න
ݔ݀ݔ
ݔଶ ൅ 1
ஶ
ଶ
;   бሻ න ݔ ݈݊ ݔ  .
ଵ
଴
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕଶ ൌ 3ݔ, ݕ ൒ 0, ݔ ൌ 16 3ൗ . Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ݕ ൌ √2ݔ െ ݔଶ, 0 ൑ ݔ ൑ 2 . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݕᇱ ൅ 2ݔݕ ൌ ݔ݁ି௫
మ
;  бሻ ሺݕԢሻଶ ൅ 2ݕݕᇱᇱ ൌ 0;   вሻ 2ݕᇱᇱ ൅ 5ݕᇱ ൌ 29ܿ݋ݏݔ. 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ଽ
ସ
ݔସ െ ݔݕ ൅ ݕଷ െ 3 
   8. Перевірити чи задовольняє функція  ݖ ൌ ௬
ర
௫మ
൅ ݕଶ     рівнянню 
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   ሺݔଷ ൅ 3ݔݕଶሻ డ௭
డ௫
൅ 2ݕଷ డ௭
డ௬
ൌ 2ݕଶݖ. 
 
Варіант №4 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݔଷ݈݊
ݔ
2
݀ݔ;   бሻ න
ݔ ൅ 5
√5 െ 3ݔ െ ݔଶ
݀ݔ; вሻ න
3ݔଶ ൅ 7ݔ ൅ 10
ݔଷ ൅ 6ݔଶ ൅ 10ݔ
݀ݔ; гሻ න ݏ݅݊ଶ
ݔ
4
݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
ݔଷ
ඥሺ4 ൅ 5ݔସሻସయ
 ݀ݔ;   бሻ න ሺ2ݔ െ 1ሻܿ݋ݏݔ݀ݔ.
గ
଴
ଵ
଴
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න
݀ݔ
ݔሺݔ ൅ 1ሻ
; 
ஶ
ଵ
  бሻ න
݀ݔ
ݔ ݈݊ ݔ
 .
ଶ
ଵ
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ ݔଶ ൅ 3, ݕ ൌ 12. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ߩ ൌ 1 ܿ݋ݏ߮ൗ , 0 ൑ ߮ ൑ ߨ 4ൗ  . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݕᇱᇱ െ 2ܿݐ݃ݔ · ݕԢ ൌ ݏ݅݊ଷݔ;   бሻ ݕଶ ൅ ݔଶݕᇱ ൌ ݔݕݕԢ;   вሻ ݕᇱᇱ െ 4ݕᇱ ൅ 4ݕ ൌ 2ݏ݅݊2ݔ. 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ 3ݔݕ െ 6ݔଶെ6ݕଶ ൅ 15ݔ െ 1. 
   8.  Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ௬
మ
ଷ௫
൅ ܽݎܿݏ݅݊ሺݔݕሻ    рівнянню   
    ݔଶ డ௭
డ௫
െ ݔݕ డ௭
డ௬
൅ ݕଶ ൌ 0. 
 
Варіант №5 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݈݊ଶ2ݔ݀ݔ;   бሻ න
8 െ 3ݔ െ ݔଶ
ݔଷ െ 4ݔଶ ൅ 4ݔ
݀ݔ; вሻ න
√ݔయ ݀ݔ
√ݔଶయ െ 1
; гሻ න ݏ݅݊ଷ2ݔܿ݋ݏହ2ݔ݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
݀ݔ
9ݔଶ െ 9ݔ ൅ 2
;   бሻ න ݔ݁ିଶ௫݀ݔ.
ିଵ ଶൗ
ିଵ
଴
ିଵ
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
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аሻ න ݔ ݁ି௫
మ
݀ݔ
ஶ
଴
;   бሻ න
݀ݔ
ݔ ݈݊ଶݔ
 .
భ
೐
଴
 
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݔ ൌ 4 െ ݕଶ, ݔ ൌ 0. Знайти її площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ൜ݔ ൌ 8ݏ݅݊ݐ ൅ 6ܿ݋ݏݐݕ ൌ 6ݏ݅݊ݐ െ 8ܿ݋ݏݐ;   0 ൑ ݐ ൑
గ
ଶ
. . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݔݕᇱ ൌ ݕ݈݊
ݕ
ݔ
;   бሻ ݕԢԢ ൌ
1
4ඥݕ
;   вሻ ݕᇱᇱ ൅ ݕ ൌ െ8ܿ݋ݏ3ݔ. 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ݔଶ ൅ ݕଶ ൅ ݔݕ ൅ ݔ െ ݕ ൅ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція  ݖ ൌ ݈݊ ௫
௬
൅ ݔଷ െ ݕଷ  рівнянню 
   ݔ డ௭
డ௫
൅ ݕ డ௭
డ௬
ൌ 3ሺݔଷ െ ݕଷሻ. 
 
Варіант №6 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න
1 െ ݔ
ܿ݋ݏଶ3ݔ
݀ݔ;   бሻ න
ݔ ൅ 1
√ݔ ൅ 1య
݀ݔ; вሻ න
2ݔଶ െ 10ݔ ൅ 6
ݔଷ ൅ 5ݔଶ െ 6ݔ
݀ݔ; гሻ න ܿ݋ݏସ
ݔ
2
݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
ݔହ
ݔ ൅ 2
 ݀ݔ;   бሻ න ሺ2ݔ െ 1ሻܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ.
గ
଴
ଵ
ିଵ
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න
݀ݔ
ݔሺݔ ൅ 1ሻ
; 
ஶ
ଵ
  бሻ න
݀ݔ
ݔ ݈݊ ݔ
 .
ଶ
ଵ
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕଶ ൌ 7ݔ ൅ 1, ݔ ൌ 2, ݕ ൌ 0. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ݕ ൌ ݈݊ሺ1 െ ݔଶሻ,   0 ൑ ݔ ൑ 1 2ൗ .  
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻݔݕᇱ െ ݕ ൌ ඥݔଶ ൅ ݕଶ;  бሻ 2ݕݕᇱᇱ ൅ 3ሺݕᇱሻଶ ൌ 4ݕଶ;  вሻ ݕᇱᇱ ൅ 6ݕᇱ ൅ 13 ൌ ݁௫ሺ3 െ 4ݔሻ 
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   7. Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ 2ݔݕ െ 3ݔଶെ2ݕଶ ൅ 5. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ௫
మା௬మ
௫ି௬
   рівнянню  డ௭
డ௫
൅ డ௭
డ௬
ൌ ଶ
ሺ௫ା௬ሻ
௫ି௬
. 
  
Варіант №7 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න
ݔ ൅ 1
3
ݏ݅݊2ݔ݀ݔ;   бሻ න
݀ݔ
√ݔ ൅ 1 െ 4
; вሻ න
4ݔଶ ൅ 2ݔ ൅ 12
ݔଷ െ 27
݀ݔ; гሻ න ݏ݅݊ହ2ݔ݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
ݔ݀ݔ
ሺ1 ൅ ݔଶሻଷ
 ;   бሻ න ሺݔ െ 2ሻ logଶ ݔ ݀ݔ.
ଶ
ଵ
ଽ
ଷ
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න
ݔ݀ݔ
ݔଶ ൅ 1
ஶ
ଶ
; бሻ න
݀ݔ
ݔ√ln ݔ
௘
ଵ
 . 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ 4 ݔൗ , ݕ ൅ ݔ ൌ 5. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ߩ ൌ 1 ൅ ܿ݋ݏ߮, 0 ൑ ߮ ൑ ߨ 4ൗ  . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
   аሻݕݕᇱᇱ ൌ ሺݕԢሻଶ;     бሻ ݕᇱ ൅ ඨ
1 െ ݕଶ
1 െ ݔଶ
ൌ 0;     вሻ 4ݕᇱᇱ ൅ 4ݕᇱ ൅ ݕ ൌ ݔ݁
ି௫
ଶ . 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ݔଷ൅3ݔݕଶ െ 12ݕ ൅ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ଶ௫ାଷ௬
௫మା௬మ
  рівнянню  ݔ డ௭
డ௫
൅ ݕ డ௭
డ௬
ൌ െݖ. 
 
Варіант №8 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݔ݈݊ሺݔଶ ൅ 1ሻ݀ݔ;   бሻ න
ݔ݀ݔ
√2ݔ ൅ 1 െ 4
; вሻ න
ሺݔ ൅ 3ሻ݀ݔ
ݔଷ ൅ 2ݔଶ ൅ 3ݔ
; гሻ න
ܿ݋ݏଷݔ݀ݔ
√ݏ݅݊ହݔయ
. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
1 െ ݔ
√1 െ ݔଶ
 ݀ݔ;   бሻ න ሺݔ ൅ 2ሻ3ି௫݀ݔ.
଴
ିଶ
ଵ
ଶൗ
଴
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
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аሻ න
݀ݔ
ݔଷ
ஶ
ଵ
;   бሻ න
݀ݔ
ሺݔ ൅ 1ሻ ݈݊ሺݔ ൅ 1ሻ
 .
ଶ
଴
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ ݔଶ ൌ 8ݔ, ݕ ൌ 2ݔ. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ൜ ݔ ൌ ݐ െ ݏ݅݊ݐݕ ൌ 1 െ ܿ݋ݏݐ,   0 ൑ ݐ ൑ 2ߨ. . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння:  
     аሻݔݕᇱᇱ െ ଵ
ସ
ሺݕᇱᇱሻଶ ൌ ݕԢ;   бሻ ݕᇱ ൌ 10௫ା௬;   вሻ ݕᇱᇱ െ 2ݕᇱ ൅ ݕ ൌ ሺݔ ൅ 1ሻ݁௫.  
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ݔଶ ൅ 2ݔݕ ൅ 8ݕ െ 4ݔ. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ሺݔଶ ൅ ݕଶሻݐ݃ ௫
௬
    рівнянню  
    ݔ డ௭
డ௫
൅ ݕ డ௭
డ௬
ൌ 2ݖ. 
 
Варіант №9 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݔ݈݊ଶ4ݔ݀ݔ;   бሻ න
ݔ ൅ 1
√ݔ ൅ 1య
݀ݔ; вሻ න
ݔଶ ൅ ݔ ൅ 12
ݔଷ െ 27
݀ݔ; гሻ න ܿ݋ݏସ2ݔ݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
ݔ݀ݔ
ሺ1 ൅ ݔଶሻଷ
 ;   бሻ න ሺ2ݔ െ 1ሻܿ݋ݏ3ݔ݀ݔ.
గ
଴
ଽ
ଷ
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
න
ݔ݀ݔ
ݔଶ ൅ 1
ஶ
ଶ
;   бሻ න
݀ݔ
√1 െ ݔଶ
 .
ଵ
଴
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ ݔଶ, ݕ ൅ ݔ ൌ 4. Знайти її площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:  ߩ ൌ 1 ൅ ܿ݋ݏ߮, 0 ൑ ߮ ൑ ߨ 2ൗ  . 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
  аሻݔݕᇱ െ ݕ ൌ ඥݔଶ ൅ ݕଶ;  бሻݕᇱᇱ െ 2ܿݐ݃ݔ · ݕԢ ൌ ݏ݅݊ଷݔ;  вሻ ݕᇱᇱ ൅ 2ݕᇱ ൅ 5ݕ ൌ 2ܿ݋ݏ2ݔ. 
   7.  Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ݔଷ൅3ݔݕଶ െ 12ݕ ൅ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ሺݔଶ ൅ ݕଶሻݐ݃ ௫
௬
    рівнянню  
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    ݔ డ௭
డ௫
൅ ݕ డ௭
డ௬
ൌ 2ݖ. 
 
Варіант №10 
1. Знайти невизначені інтеграли: 
аሻ න ݔଷ݈݊
ݔ
2
݀ݔ;   бሻ න
√ݔయ ݀ݔ
√ݔଶయ െ 1
;  вሻ න
ݔଶ ൅ ݔ െ 4
ݔଷ െ 4ݔ
݀ݔ;  гሻ න ݏ݅݊ସ3ݔܿ݋ݏଷ3ݔ݀ݔ. 
2. Обчислити визначений інтеграл: 
аሻ න
1 െ ݔ
√1 െ ݔଶ
 ݀ݔ;   бሻ න ሺݔ െ 2ሻ݁ଷ௫݀ݔ.
ଶ
ଵ
ଵ
ଶൗ
଴
 
3. Обчислити невласний інтеграл або довести його розбіжність: 
аሻ න ݔଶ ݁ି௫
య
݀ݔ
ஶ
଴
;   бሻ න
݀ݔ
ݔ ݈݊ଶݔ
 .
భ
೐
଴
 
 
  4. Побудувати область, обмежену лініями: ݕ ൌ 4ݔ െ ݔଶ, ݕ ൌ 2ݔ. Знайти її 
площу. 
   5. Обчислити довжину лінії:    ൜ݔ ൌ 8ݏ݅݊ݐ ൅ 6ܿ݋ݏݐݕ ൌ 6ݏ݅݊ݐ െ 8ܿ݋ݏݐ;   0 ൑ ݐ ൑
గ
ସ
. 
   6. Знайти рішення диференційного рівняння: 
аሻ ݕଶ ൅ ݔଶݕᇱ ൌ ݔݕݕԢ;   бሻ 2ݕݕᇱᇱ ൅ 3ሺݕᇱሻଶ ൌ 4ݕଶ;  вሻ 4ݕᇱᇱ ൅ 4ݕᇱ ൅ ݕ ൌ ሺ3ݔ ൅ 1ሻ݁ି௫. 
   7. Дослідити функцію на екстремум:  ݖ ൌ ݔଷ൅3ݔݕଶ െ 12ݕ ൅ 1. 
   8. Перевірити чи задовольняє функція   ݖ ൌ ݈݊ ௫
௬
൅ ݔଷ െ ݕଷ      рівнянню 
   ݔ డ௭
డ௫
൅ ݕ డ௭
డ௬
ൌ 3ሺݔଷ െ ݕଷሻ. 
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